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$1. 

MATEMATINÉS 
INDUKCIJOS PRINCIPAS 
IR JO TAIKYMAS 


1. Pilnosios ir nepilnosios indukcijos savokos 


Indukcija* vadinamas samprotavimo metodas, kuriuo iš atskirų 
pavyzdžių padaroma tam tikra bendra išvada. Pavyzdžiui, sudėdami 
nelyginius skaičius 1, 3, 5, 7, ..., 2n—1, kai kintamojo и reikšmės уга 
1, 2, 3, ..., gausime **: 


1-:15418 
147324222 
1+3+5=9= 32; 


1+3+5+7=16= 42; 
1+3+5+7+9= 25 = 52, 


Lengva pastebėti, kad visuose šiuose pavyzdžiuose pirmųjų nelyginių 
natūrinių skaičių suma yra lygi dėmenų skaičiaus kvadratui. Prašyte 
prašosi mintis, kad ta savybė tinka bet kokiam dėmenų skaičiui. Šią prie- 
laidą (hipotezę) galima pasakyti taip: ,,Su visais natüriniais п yra teisin- 
ga lygybė: 

I+3+5+...+(2n— 1)= n“. (1) 


Taigi iš penkių išnagrinėtųjų pavyzdžių ‚„1$уейёте“ hipotezę, kuri, 
kaip vėliau parodysime, yra teisinga. 
Išnagrinėkime dar vieną pavyzdį. Įrašę kvadratiniame trinaryje 


P(x) 2 x* - x - 41 
vieto' x natürinius skaičius 1, 2, 3 4, 5, gauname: 


P(1)=43; Р(2)-47, Р(3)=53; Р(4)=61; Р(5)=71. 


* inductio — lotyniškas žodis, reiškiąs „įvedimą“. 
** Pirmoje eilėje yra „suma, sudaryta iš vieno dėmens“. Kartais matematikoje nau- 
dinga žodį „suma“ suprasti taip, kad jis apimtų ir sumą iš vieno démens. 


Visos parašytosios to trinario reikšmės yra pirminiai skaičiai. Vietoj x 
įrašę skaičius 0, —1, —2,.—3, —4, gauname: P(0)—41; P (—1)—41; 
Р(-2)-48: Р(- 3)-47; P (= 4)=53. Trinario reikšmės su tokiomis 
kintamojo x reikšmėmis irgi yra pirminiai skaičiai. 

Kyla hipotezė, kad trinario P (x) reikšmės, kai x — bet kuris sveika- 
sis skaičius, yra pirminis skaičius. Tačiau suformuluotoji hipotezė yra 
klaidinga, nes, pavyzdžiui, 


P (41) 2 412 41 +41 241-43. 


Taigi tuo paciu samprotavimo metodu kai kada padarome teisinga 
i$vada (pirmasis pavyzdys), o kitais atvejais — klaidinga i$vada (antrasis 
pavyzdys). Kadangi, samprotaujant šiuo metodu, išvada padaroma, iš- 
nagrinėjus keletą pavyzdžių, kurie neapima visų galimų atvejų, tai šis 
metodas vadinamas nepilnąja indukcija. 

Nepilnuoju indukcijos metodu, kaip matome, nepadaroma visai pa- 
tikimų išvadų, bet, juo remdamiesi, suformuluojame hipotezę, kurią vėliau 
galime įrodyti arba paneigti. 

Jei išvada padaroma, išnagrinėjus visus atvejus, tai toks samprota- 
vimo metodas vadinamas pilnąja indukcija. Aišku, kad tokį metodą ga- 
lima taikyti, kai atvejų yra baigtinis (ir ne ,,perdaug didelis“) skaičius. 

Pateiksime keletą pilnosios indukcijos metodo taikymo pavyzdžių. 

1 pavyzdys. Įrodykite, kad kiekvienas natūrinis skaičius n, tenki- 
nas nelygybę 2<n<15, arba pats yra pirminis, arba jį galima išreikšti 
ne daugiau kaip trijų pirminių dauginamųjų sandauga. 

Įrodinėdami šį teiginį, išnagrinėkime visus natūrinius skaičius nuo 2 
iki 15. Skaičiai 2, 3, 5, 7, 11, 13 yra pirminiai. Skaičius 4, 6, 9, 10, 14, 15 
galima išreikšti dviejų pirminių dauginamųjų sandauga, o skaičius 8 ir 
12 — trijų pirminių dauginamųjų sandauga. 

2 pavyzdys. Įrodykite, kad su bet kokiomis a ir b кшшз 
уга teisinga nelygybé 


la+b|<|a|+1b]|. (2) 
Įrodinėdami prisiminkime, kaip įvairiais atvejais apibrėžiamas sumos 
modulis, ir įsitikinsime, kad kiekvienu atveju (2) nelygybė yra teisinga. 
1) Jeigu skaičių a ir b ženklai yra vienodi (abu teigiami arba abu nei- 
giami), tai 
|4+b|=|a|+|b|, 


ir (2) nelygybė (negriežta!) teisinga. 

2) Jeigu skaičių a ir b ženklai yra skirtingi (vienas — teigiamas, o 
kitas — neigiamas), šiuo atveju sumos modulis yra lygus dėmenų modulių 
skirtumui (suprantama, iš dviejų skirtumų |4|-|b|ir |b|-| a | imamas 
neneigiamas). Kadangi dėmenų moduliai yra teigiami, tai jų skirtumas yra 
mažesnis už jų sumą. Todėl ir antruoju atveju 


la+b|<|]a|+ b|, 
t. y. (2) nelygybé taip pat yra teisinga. 
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3) Jei vienas iš skaičių yra lygus nuliui, tai abi (2) nelygybės pusės 
yra lygios antrojo skaičiaus moduliui (nepriklausomai nuo to, ar antra- 
sis skaičius yra nulis, ar ne). Todėl (2) nelygybė taip pat yra teisinga. 

Išnagrinėjome visus galimus atvejus ir įsitikinome, kad kiekvienų 
atveju (2) nelygybė teisinga. 


Pratimai 

1. Įrodykite, kad kiekvieną lyginį natūrinį п, didesnį už du, bet mažesnį 
už 40, galima išreikšti dviejų pirminių skaičių suma*. 

2. Pažiūrėkite VIII klasės algebros vadovėlyje, kaip įrodoma, kad ах «0, 
kai а<0 ir xeZ. Ar galima pasakyti, kad tai įrodyta pilnosios induk- 
cijos metodu? 


2. Matematinės. indukcijos principas 


Grįžtame prie lygybės 
1--3--5--...4(0л-1)-0й. (1) 
Kad būtų patogiau, (1) lygybę, kurioje n — bet kuris natūrinis skai« 
čius, paZymékime А (п). Jei teiginiai A (1), A (2), А (9), А (4), A (5) teis 
singi, tai (1) lygybė teisinga, kai n—1, п=2, n=3, n=4, n=5 (kaip buvo 
parodyta 1 skyrelyje). 
Kadangi teiginys A (5) yra teisingas: 1+3+5+7+9=53, tai 


1+3+5+7+9+11 = 52+ 11 =52+2.5+ 1 == (5+ 1) = 6°, 

t. y. teiginys А (6) irgi уга teisingas. 

Vadinasi, įrodėme, kad Ç teisingo teiginio A (5) išplaukia teisingas 
teiginys A (6). 

Sakinį ,,i$ A (5) išplaukia 4 (6)“ trumpiname, vietoj žodžio „išplaukia“ 

rašydami ženklą =: 4(5)= A (6). 

Įrodykime, kad A (k)= A (k +1). Tai reiškia, kad iš lygybės 

I+3+5+...+(2k—1)=k° 
išplaukia lygybé 
I+3+5+...+(2k+1)=(k+ 1), 
I$ tikruju 
1+3+5+...+(2k—1)+(2k+1)= 
=[1+3+5+... +(2k—1)]+(2k+1)=k?+2k+1=(k+1}. 


Dabar j jau aišku, kad iš А (6) išplaukia А (7). 
Taip iš teiginio A (7) išplaukia А (8), iš teiginio А4(8)-4(9) i 
taip toliau. Visiškai akivaizdu, kad šitaip galima pasiekti bet kuri dai 


* Mateinatikams iki šiol nežinoma, ar tai teisinga imant bet kurį lyginį natūrinį skai- 
čių, didesnį už du. 


nį skaičių n ir jam įrodyti teiginį A (п). Kitaip tariant, akiyaizdu, kad tei- 
ginys A (и) yra teisingas visoms natürinéms п reikšmėms: jis teisingas, 
kai n—1, ir iš A (k) išplaukia А (k+1), kai k — bet koks skaičius. Cia 
susiduriame su nauju matematikos principu, vadinamu matematinės in- 
dukcijos principu. 

Šį principą suformuluosime taip: 

Jei teiginys A (n) (n — natūrinis skaičius) teisingas, kai n=1, ir iš 
to, kad jis teisingas, kai n=k (k — bet kuris natūrinis skaičius), iš- 
plaukia, jog jis teisingas ir skaičiui n=k+1, tai teiginys А (n) teisingas 
ir bet kuriam natūriniam skaičiui n. 

Matematinės indukcijos principas yra viena iš natūrinių skaičių 
aritmetikos aksiomų, plačiai pritaikomų matematikoje. Šiuo prin- 
cipu pagrįstas įrodymo metodas, vadinamas matematinės indukcijos me- 
todu. 

Įrodymą matematinės indukcijos metodu sudaro dvi dalys: pirmoje 
dalyje įrodoma (patikrinama), kad teiginys A (1) yra teisingas; antroje 
dalyje daroma prielaida, kad A (n) yra teisingas, kai n=k, ir įrodoma, kad 
teiginys A (и) teisingas, kai n=k+1, t.y. A (k)2 A (k+1). 

Jei atliktos abi įrodymo dalys tai pagal matematinės indukcijos prin- 
cipą teiginys A (n) yra teisingas visiems natūriniams skaičiams n. 

Dabar jau galime laikyti, kad (1) lygybė yra teisinga, kai п — bet ku- 
ris natūrinis skaičius, nes ji teisinga, kai n— 1, ir iš A (k) išplaukia A (k+1). 

1 pavyzdys. Apskaičiuokite sumą 


1 1 1 1 
тз F 3.5 T 5.7 ctun LD ° 
kai n — bet kuris natūrinis skaičius. 

Parašytąją suma pažymėkime S,. Norėdami atspėti sumos S, formule, 
apskaičiuokime kelias pirmąsias šios sumos reikšmes 51, 5,, 5, S4, .... 
Panagrinėję šiuos skaičius, suformuluokime hipotezę ir ją įrodykime ma- 
tematinės indukcijos metodu. 


Pažiūrėję į šias sumas, pastebime, kad skaitiklyje yra ieškomosios su- 
os numeris, o vardiklyje — antrasis dauginamasis, parašytas paskuti- 
nio démens vardiklyje. 

Vadinasi, iškeliame tokią hipotezę: 


1 1 1 =: Я 
1.3 t35 F 3.7 tee T (Ий вт (2) 
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Matematinės indukcijos metodu įrodysime, ar teisinga (2) lygybė. 
Skaičių n laikydami natūriniu, (2) lygybę рае» simboliu A (п). 


1. Teiginys A(1) уга teisingas, nes Sym = 


2. =: 
2. Įrodykime, kad А(К)--4(К--1). 
1 k 1 
Sta бы к (2613) = 9k+1 T ORF ORTS) = 
К (2k+3)+1 (k+1) (26-1) kl 


0+1) 0+3) (k+l) (2k+3) . 2(Ё+1)+1 ` 
Atliktos abi įrodymo matematinės indukcijos metodu dalys. Vadinasi 
(2) lygybė įrodyta ir 
1 п 
(@п—1)(2л+1) — 2n+1 ° 


1 1 
тээ тал 
imant visas natürines n reikšmes. 

2 pavyzdys. Irodykite, kad suma n?--5n dalijasi i$ 6, kai n — bet 
kuris natürinis skaicius. 

Teigini ,,x, =n? +5n dalijasi i$ 6“ pažymėkime А (п). 

Kadangi x,—1 +5 =6, tai suma x,, kai n=1, dalijasi i i$ 6, t.y. teiginys 
A (1) yra teisingas. Irodykime: А (k)2 A (К+ 1), t.y. IŠ ,,x, dalijasi iš6“ 
išplaukia ,,x,44 dalijasi iš 6“. 

Iš tikrųjų 

жа = (k+ 1 5 (6+1) = зЗ BK l+ 5k 45e 
= (K3 + 5K) + ЗЕ (К+ 1) - 6 2 x, -3k (k 4- 1) +6. 


Kaip matome, x,,, sudaro trys dėmenys. Pirmasis šios sumos dėmuo 
dalijasi НӨ (remiantis A (k)), antrasis dėmuo taip pat dalijasi i$ 6, kadangi 
sandauga k(k+1) yra lyginis skaičius (paaiškinkite, kodėl). Vadinasi, 
Xx+1 išraiškoje visi trys dėmenys dalijasi iš 6. Todėl ir х, +; dalijasi iš 6. 
Teiginys: įrodytas. 

3 pavyzdys. Kai л> —1, nelygybė 


(1+5">1+nh | (3) 


yra teisinga su bet kuriuo natüriniu n*. [rodykite. ` 

1. Kai n=1, turime: 14+A=1—/. Vienas iš ryšių „> 
teisingas, vadinasi, teiginys A (1) teisingas. 

2. Įrodykime, kad A (k)= A (k+1). 

Padauginkime abi nelygybės (1 +/)“ > 1 + АЙ puses i$ 1+A. Nelygybés 
ženklas nepasikeičia, nes iš sąlygos k> —1 išplaukia, kad 1+й>0. Todėl 
gauname: 


“ “ 


arba ,,= 


(1+ 512 (1+ ЕЛ) (1+ В) =1-+Еһ-+В+ КЇ. 
Kadangi kh2>0, tai į paskutinįjį dėmenį galime nekreipti dėmesio. 
Gauname: 
(1-2) +1>1+ (Ko 1) h. 


* [Zymaus šveicarų matematiko Jakobo Bernulio (1654—1705) garbei (3) nelygybė 
vadinama Bernulio nelygybe. 
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Abi {тодуто matematinés indukcijos metodu dalys atliktos, todél 
Bernulio nelygybė įrodyta. 

Jūs susipažinote su trimis bendrų išvadų pagrindimo būdais. Pirmieji 
du iš jų plačiai taikomi ir ne matematikoje. 

1) Pilnoji indukcija, kai išvada padaroma, išnagrinėjus kiekvie- 
ną atskirą atvejį iš baigtinio jų skaičiaus. Tai visai patikimas samprota- 
vimo būdas. 

2) Nepilnoji indukcija, kai, išnagrinėjus pakankamai daug at- 
vejų, daroma ne visai patikima išvada. Matematikoje nepilnoji indukcija 
taikoma formuluoti hipotezėms, kurias vėliau reikia įrodyti arba paneigti. 

3) Matematinė indukcija — tai specialus įrodymo metodas 
bendrų teiginių, teisingų kiekvienam natūriniam skaičiui, t.y. "tokių tei- 
ginių: „Kiekvienam natüriniam n yra teisingas A (n)“. Šiuo, kaip ir pil- 
nosios indukcijos metodu, padaromos visai patikimos išvados. 


Pratimai 


3. Matematinės indukcijos metodu įrodykite, kad visoms natūrinėms n 
reikšmėms yra teisingos lygybės: 

n(n+1), 

M 

ser Eat I) 


a) 1+2+3+...+п= 


b) 12+ 22+ 32+... +0 = 


4. Seka (a,) — aritmetiné progresija. Matematinés indukcijos metodu 


įrodykite, kad 


а„=а,+(п—1)4 ir ss Е, 


5. Seka (b,) — geometrinė progresija. Matematinės indukcijos metodų 
įrodykite, kad 
„= ir 5,= 00 (д1), 
6. Apskaičiuokite suma 
' 1 1 


15 Tos Tec 


aute ue 

7. Matematinės indukcijos metodu įrodykite, kad kiekvienam natūri- 
niam и yra teisingos lygybės: 
a) 1.2+2.3+3.4+... +п(п+1) = "ИӘ, 
b) 1.4+2.7+3.10+... E n(3n 1) =п(и+ 1}. 


8. Įrodykite, kad kiekvienam natüriniam л reiškinio r?--l1m reikšmė 
yra skaičiaus 6 kartotinis. 

9, Įrodykite, kad kiekvienam natūriniam n reiškinio 7" — 1 reikšmė 
dalijasi iš 6. 
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N 
3*. Matematinés indukcijos principo apibendrinim>s 


Kartais teiginys A (п) su kai kuriomis natūrinėmis kintamojo и reikš- 
mėmis yra klaidingas arba neturi prasmės, bet pavyksta įrodyti, kad tei- 
ginys A (и) yra teisingas visiems natūriniams n, pradedant nuo п=т. 
Kita vertus, kartais A (n) pavyksta įrodyti ne tiktai natürinéms n reikš- 
mėms, bet ir sveikosioms п reikšmėms, pavyzdžiui, pradedant nuliu arba 
kuria nors sveikąja neigiama n reikšme. Tokiais atvejais taikomas api- 
bendrintas matematinės indukcijos principas: 

Jeigu teiginys А (п), kuriame n — sveikasis skaičius, yra teisingas, 
kai n=m, ir iš to, kad jis teisingas, kai n=k (k — bet kuris sveikas skai- 
čius, didesnis už т arba lygus m), išplaukia, jog jis yra teisingas ir п--К- 1, 
tai teiginys A (п) yra teisingas bet kuriam sveikam nz m. š 

Pavyzdys. Raskite visas natürines п reikšmes, su kuriomis уга tei- 
singa nelygybė 2" > n. 

Kai n=1, ši nelygybė teisinga, tačiau, kai n=2, 3, 4, atitinkamai gau- 
name: 2? —2?, 23 <32, 22=42, Bet kai n4, nelygybė yra teisinga. Įrody- 
kime. 

Jei n=5, tai 25» 52. Įrodykime, kad iš teisingo teiginio A (k): 2* > А, 
Каі k>5, išplaukia teisingas teiginys А (k+1) : 2*+1> (k - 1)?. Kadangi 
kz5, tai k>1 ir £—2>1. Sudauginę pastarąsias dvi nelygybes panariui, 
gauname: 


k(k-2>1, k&i—-9k»1, K*»2k-l. 


Todėl 
2*11—2.9*» 9k? = К К? > k* 9k + 1=(k+ 1)ž, 
Vadinasi, 
2k+1 > (k + 1)2. 
Pratimai* š 


10. Matematinés indukcijos metodu irodykite, kad уга teisinga nelygybé: 
а) 2"»n, kai n2 0 (ne Z); 
b) 22>2n+ 1, kai nz 3 (neZ). 
11. Kai 122, yra teisinga nelygybė 
|a+a+...+a, <la, |+|a, + ...+la,l. 
Irodykite. 


Papildomi 1 skyriaus pratimai 


12. Įrodykite, kad su bet kuria x reikšme yra teisinga nelygybė х + | x | 20. 
Paaiškinkite, kurioje įrodymo vietoje taikoma pilnoji indukcija. 

13. Įrodykite, kad reiškinio x?-- y?, kai хє2 ir yeZ, reikšmė negali būti 
skaičius, kurį dalydami iš.4, gauname liekanos 3. (Nurodymas. 
Išnagrinėkite atvejus, kai x ir y reikšmės — lyginiai skaičiai; nely- 
giniai skaičiai; vieaas — lyginis, o kitas — melyginis.) 
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14. Jeigu né vienas 1$ skaičių a ir b nėra trijų kartotiniai, tai, jų kvad- 
ratų sumą dalydami iš trijų, gauname liekanos 2. Irodykite. 
15. Įrodykite, kad reiškinio k* —k reikšmė, kai ke N, dalijasi iš 30. 
16. Matematinės indukcijos metodu įrodykite, kad visiems natūriniams 
п yra teisinga lygybė: 
a) 1-2--:224-...--2771--27-1, 
b) 124-29433 +... pareri, 
17. Seka (с„) apibūdinta rekurentiškai: 
n+2 


&=2 ЇГ байт?” 70 [^m 


Irodykite, kad 
c, 7n (n4 1). 


18. Seka (x,) apibūdinta rekurentiškai: 
A 1 
абре] dr Ха“ Хал T (LD ° 
Parašykite x, išraiškos formulę. 
19. Seka (c,) sudaryta taip: сү-41, с,+1=с, (1+1). Irodykite, kad šią 
seką galima apibūdinti form le 


С,-1-2-3-.2..-п 


20. Seka (a,) apibūdinta rekurentiškai: 
2 


= ira € МИЕ 
2= 3 nti 7^7 (1+2) (и+3) ° 


Išreikškite šią seką n-tojo nario formule. 


Matematinės indukcijos metodu įrodykite, kad lygybė teisinga bet ku- 


riam natüriniam n: 
21*. a) 12-3? c5? ... -(2n—- 1? = 
b) 4-33 4-59... c (2n— 1} =n? (2r? — 1). 
22*. а) 1-2-3+2-3-4+...+n(n+1)(n+2) = 
= n(n+ l)(n-c2)(n--3) 


n (2n— 1) (2n+ 1) , 
3 , 


b) 12-—22+32—42+... +0 1)"-1 не (- 11 5030), 
1 1 EN m 
*. a) 4 stu тетива "dari 
2 n E n (п-+ 1) 
b) Cysts Bit t (@л—1)@п+1) @л+3) — 9 (@п+1) (2л+3)” 


24*. Plokštumoje nubrėžta n tiesių taip, kad nė viena šių tiesių nėra ly- 
giagreti kitai ir jokios trys neina per vieną tašką. Įrodykite, kad šios tiesės 


dalija plokštumą į 1+ setn dalių. 
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25*. Išvesta n plokštumų taip, kad nė viena jų, nėra lygiagreti kitai, 
jokios trys neina per vieną tiesę ir jokios. keturios neina per 
vieną tašką. Įrodykite, kad šios plokštumos dalija erdvę į 
eDim) dalių. 


26*. Irodykite, kad n apskritimu, esančių vienoje plokštumoje, а 
plokštumą ne daugiau Каір į nž—n+2 dalių. 


Įrodykite, kad kiekvienam natüriniam n: 
27. а) 62"-1--1 yra skaičiaus 7 kartotinis; 
b) 4"+ 15n — 1 yra skaičiaus 9 kartotinis. 
28. a) 10"--18n—28 yra skaičiaus 27 kartotinis; 
b) 9"+1—81—9 yra skaičiaus 16 kartotinis. 
29. Matematinės indukcijos metodu įrodykite, kad bet kuriam пай 
niam n yra teisinga nelygybė 


2"+2 > 2n +5. 
30. Įrodykite, kad visiems natüriniams nz 10 yra teisinga nelygybė 
2" > из. 


31. Įrodykite, kad n skaičių sumos kvadratas, kai 122, yra lygus šių п 
skaičių kvadratų ir visų galimų dvigubų sandaugų sumai. 


H skyrius // KOMBINATORIKOS 
PRADMENYS 


Kartais iš baigtinio elementų skaičiaus reikia sudarinėti įvairias kom- 
binacijas ir rasti visų pagal tam tikrą taisyklę sudarytų kombinacijų skai- 
čių. Tokie uždaviniai vadinami kombinatoriniais, o juos sprendžianti mate- 
matikos šaka vadinama kombinatorika. Kombinatorikoje nagrinėjamos 
tiktai baigtinės aibės. Ši matematikos šaka labai svarbi tikimybių teorijai, 
valdymo sistemų ir skaičiavimo mašinų teorijai bei daugeliui kitų mokslo 
ir technikos šakų. Šiame skyriuje susipažinsite su kai kuriais paprasčiau- 
siais kombinatorikos uždaviniais. 


8 2. 
SUTVARKYTOS AIBÉS 


4. Kéliniai. Kėlinių skaičius 


Trisdešimt dvi lietuviškos abėcėlės raidės dažniausiai rašomos tokia 
eile: 


A, Ą, B, C, Č, D, E, E, Ė, F, G, H, I, L X, J, K, L, M, N, 
О, P, В, S, Š, Т, U, U, Ü, V, Z, Z. 


Taip išdėsčius raides, A yra pirmoji, A — antroji, B — trečioji ir t.t. 
iki paskutinės trisdešimt antrosios raidės Ž. Tas pačias raides galima 
išdėstyti atvirkščiai: pirmąja raide laikyti raidę Ž, antrąja — Z ir t.t. iki 
paskutinės trisdešimt antrosios raidės A. Kiekvienas trisdešimt dviejų 
raidžių išdėstymas tam tikra tvarka vadinamas kėliniu. Skirtingų kėlinių 
iš trisdešimt dviejų raidžių yra labai daug: jų skaičius — trisdešimtšešia- 
ženklis! 

Kėlinius galima sudarinėti iš bet kokios baigtinės aibės elementų. 
Aibę iš vieno elemento galima išdėstyti vieninteliu būdu: vienintelį aibės 
elementą reikia laikyti pirmuoju. Imkime aibę iš dviejų elementų, 
pavyzdžiui, iš raidžių A ir B. Aišku, kad jas galima išdėstyti dviem būdais: 


AB ir BA. 
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1 
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Tris raides A, B, ir C galima išdėstyti šešiais būdais: 
ABC; ACB; BAC; BCA; CAB; CBA. 
Kombinatorikoje tam tikrą baigtinės aibės elementų išdėstymo tvarką 


vadiname tos aibės elementų kėliniu. Kėlinių iš n elementų skaičių žymė- 
sime P,. Jau įsitikinome, kad 


P,= 15 Р,-2, Р,--6. 

Apskaičiuoti P, labai patogu nuosekliai, pritaikius rekurentine formule: 

Р„=пР„-\. (1) 
Irodysime ja. Sakykime, kad reikia sutvarkyti aibe i$ n elementu. Vienas 
elementas turés büti paskutinéje n-toje vietoje. Siam elementui pasirinkti 
yra n skirtingų būdų. Jeigu jį jau pasirinkome, tai liko n— 1 elementu. Jie 
` turės užimti pirmąsias n—1 vietas. Šiuos likusius elementus galėsime iš- 
dėstyti Р„_, būdų (pagal Р, , prasmę). Iš viso gauname nP,.., būdų i&- 


dėstyti aibei, sudarytai i$ n elementų, t.y. Р„=пР„_\. 
Iš (1) formulės paeiliui gauname: 


P,=2-P,=2; P, =7-720=5040; 
Рур Р, =8.5040 = 40320; 
Р.=4.Р,=24; Р, —9-40320 = 362880; 
Р,-5-Р,-120: — P, = 10.362880 = 3628800; 
_Р=б.Р,=720; | P,,=11-3628800 — 39916800. 


Pavyzdžiui, vienuolika svečių galima pasodinti vienuolikoje vietų 
už stalo 39 916 800 būdų. 
Iš (1) formulės išplaukia (Zr. 19 pratimą), kad Р, (kėlinių iš п elementų. 
skaičius) yra lygus pirmųjų п natūrinių skaičių sandaugai: 
P,=1+2-3-...-n. (2) . 
Pirmųjų z natūrinių skaičių sandaugai pažymėti yra specialus ženklas: 
n! (skaitoma ,,n faktorialas“). Panaudoje šį žymėjimą, (2) formulę galime. 
užrašyti taip: 
Р„=п! (3) 
Toliau patogumo dėlei laikykime, kad tuščią aibę galima išdėstyti 
tik vienu būdu, t y P,=1. Tuomet (1) formulė tiks ir atvejui n=1: 
P, = 1 “Ру- 1. 
„Pratimai 


32. Iš aibės A elementų sudarykite visus galimus kėlinius, kai: 
a) А={1}; с) А={а; b; с}; 
b. 4={7; 8}; ` d А={т; m p; q}. 


33. Kiek skirtingų trispalvių vėliavų su trimis horizontaliomis juostomis 
galima sudaryti iš raudonos, mėlynos ir baltos spalvos? 
.34. Įrodykite, kad 


а) 3) L (m+ 1) (m+2) (m+3); 


b) у =П(п—1)..-(п-т+2)(а—т+1), kai n>m. 


35. Apskaičiuokite reiškinių reikšmes: 


Ai TIE 


36. Suprastinkite trupmenas: 


т. (8-2, г . 2k (2k — 1)! 
а) (=? b) a 5 9 (n—3) ' ) = QU ^ 
37. Atlikite veiksmus: 
ks T с) р(р—1)(р—2)(р—8)(р— 4) 
пі (n1) ? (p —2)! z 
1 m (m—1) (п—2)...(т—(&—1)) 
b) uy TH’ d) m! ( (т > k). 


38. Kiek elementų turi būti aibėje, kad kėlinių iš šios aibės elementų 
skaičius būtų: : 

a) ne didesnis uZ 1000; b) ne maZesnis uz 500? 

39. Kiek yra būdų sudaryti 9 mokinių sąrašą? 

-40. Keleiviniame traukinyje yra 14 vagonų. Kiek yra būdų paskirstyti 
po vagonus 14 konduktorių, jeigu kiekvienam vagonui priskiriamas 
vienas konduktorius? 

-41. Iš skaitmenų 0, 1, 2, 3 yra sudaryti visi galimi keturženkliai skaičiai, 
kuriuose nėra vienodų skaitmenų. Kiek yra tokių skaičių? 

-42. Iš skaitmenų 1, 2, 3, 4, 5 sudaryti visi galimi penkiaženkliai skaičiai 
kuriuose nėra vienodų skaitmenų. Sužinokite, kiek iš sudarytų skai- 
čių yra tokių, kurie: 

a) prasideda skaitmeniu 3; 

b) neprasideda skaitmeniu 5; 

с) prasideda skaitmenimis 54; . 
d) neprasideda skaitmenimis 543. 


55. Sutvarkytos aibės ir gretiniai 


Aibė, kurios elementų išdėstymo tvarka yra nurodyta, vadinama su- 
tvarkyta aibe. Sutvarkytas aibes rašysime lenktiniuose skliausteliuo- 
sse, išdėstydami jų elementus nurodytaja tvarka. Pavyzdžiui, 


(A; B) ir „(B; A) 
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yra skirtingos sutvarkytos aibės, gautos iš tos pačios aibės (A; B), sutvar- 
kius ją dviem būdais. (Prisiminkime, kad, užrašant aibę, jos elementų iš- 
dėstymo tvarka yra nesvarbi, t.y. (A; В} = (B; А}.) 

Sakykime, kad duotos keturios raidės A, B, C, D. Reikia išskirti iš 
jų dvi raides ir išdėstyti jas tam tikra tvarka. Kiek yra būdų tai atlikti? 
Tokių būdų yra dvylika. Iš tikrųjų pirmąją raidę galime išrinkti ketu- 
riais būdais, o antrąją reikės išrinkti iš trijų likusiųjų. Štai šie dvylika 
būdų: | 

(А; В); (A; С); (A; D); 
(В; А); (В; С); (B; р); 
4C; А); (С; В); (С; D); 
(D; А); (D; В); (р; C). 

Šiame uždavinyje turėjome keturių elementu aibę (A; B; C; D) ir 
įsitikinome, kad iš jos elementų galime sudaryti dvylika sutvarkytų aibių 
po du elementus. Sužinokime, kiek sutvarkytų aibių po m elementų 
galima sudaryti iš п elementų. 

Kombinatorikoje baigtinės sutvarkytos aibės vadinamos gretiniais. 
Šį uždavinį trumpai suformuluokime taip: „Kiek galima sudaryti gretinių 
iš n po m?“ 

Gretinių i$ про m skaičių Zymime А”. Jau matėme, kad 

Aį= 12. 
Nesunku suvokti, kad 
Al=n. (1) 


Iš tikrųjų vieną elementą iš n galima išrinkti n būdų, o iš šio vieno elemento. 
gauname vienintelę sutvarkytą aibę. 
Dabar įrodykime, kad 
A"*1=(n—m) А", kai 1<m<n. (2) 
Pagal šią formulę kartu su (1) formule galima apskaičiuoti paeiliui 42, 
A3, ..., А". Pavyzdžiui, 
A35 = (35 — 1) 41,2 35.34 = 1190; 
АЗ = (35 — 2) 435 = 35 · 34. 33 = 39270. 
Todėl iš 35 klasės mokinių išrinkti seniūnui, komjaunimo sekretoriui ir 
sienlaikraščio redaktoriui уга 435—39 270 būdų. 
Dabar išveskime (2) formulę. Norėdami paskirstyti m+1 elementų, 
parinktų i$ n duotųjų elementų, į т+1 vietų, galime iš pradžių išrinkti 
bet kuriuos m elementų ir juos išdėstyti pirmosiose m vietų. Tai atlikti 


galima A7 būdų. Išdėsčius elementus bet kuriuo būdu, lieka n— m elementų. 
Kiekvienu iš likusių elementų galime užpildyti (m--1)-aja vietą. Taigi 
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kiekvieną i$ Ат pirmųjų т vietų užpildymo. būdų atitinka n—m paskuti- 
: niosios (m + 1)-os vietos užpildymo būdų. Vadinasi, iš viso jų bus 
A" (n — m). 

Tai ir reikėjo įrodyti. 

Remdamiesi (1) ir (2) formule, paeiliui gausime: 

Al-n, Aj-n(n—ly Aš=n(n—1)(n—2), 
А" —n(n—1)(n—2) ...(n—m-4 1). (3) 
Tačiau m paeiliui einančių mažėjančių natūrinių skaičių nuo n iki 


(n—m+1) sandauga yra lygi skaičių n ir n—m faktorių santykiui (žr. 
uždavinį 34, b): 


п(п—1)(п—2)...(п-т+1)= 


n 
(n—m) ° 
Todél pagaliau gauname: | 
Ат = „S (4) 


(n—m) ° 
Kai m —0, iš (4) formulės gauname: 
A92 1. 


Si išvada teisinga: egzistuoja tik viena tuščia aibė, ji yra kiekvienos 
aibės poaibis, be to, mes susitarėme, kad ją galima išdėstyti tiktai vienų 
būdu. (3) ir (4) formulę galime taikyti visiems sveikiems m ir п, tenkinan- 
` tiems nelygybę 

O<m<n. 


Štai A? reikšmių lentelė, kai n <5: 


ро 8 0 1 2 3 4 5 
n 
0 1 
1 1 1 
2 1 2 2 
3 1 3 . 6 
4 1 4 12 24 24 
5 1 5 20 60 120 120 
Dar įsidėmėkite, Каа 
A; 2P,-nl (5) 


Pratimai 


43. Parodykite, kad A77! = А" = п! 

44. Kiek yra būdų išrinkti i$ devynių kandidatų keturis žmones keturioms 
skirtingoms pareigoms? 

45. Devintoje klasėje yra 35 mokiniai. Jie pasikeitė vienas su kitu кон 
fijomis. Kiek fotografijų buvo išdalyta? 
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46. Iš kelių skirtingų daiktų galima sudaryti 210 gretinių po du elementus? 

47. Raskite n, kai A5— 18- Aj ,. 

48. Kuri dalis iš 10'septyniaženklių telefono numerių sudaryta i$ septy- 
nių skirtingų skaitmenų? 


83. 
DERINIAI 


6. Baigtinés aibės poaibių skaičius 


Panagrinékime visus aibės (A; B; С} poaibius; jų yra aštuoni: 2 — 
tuščia aibė; (A), {B}, (C) — trys aibės po vieną elementą; (A; B), (A; С}, 
(B; C) — trys aibės po du elementus; (A; B; С} — viena aibė iš trijų 
elementų. 

Kai aibė turi п elementu, jos poaibių, sudarytų iš m elementų, skai- 
čius žymimas Cř. Kombinatorikoje baigtinės aibės vadinamos deriniais. 
Todėl С” vadinamas „derinių iš n elementų po т skaičiumi“. Matome, kad 


C}=1, С1-43, C=3, Cį=1 
ir 
С} + C) + С3+ С = 8 = 25. 
Norėdami išvesti derinių skaičiaus С” formule, iš pradžių įrodysime, 
kad 
A! =C”. Ри. (1) 


Prieš irodinédami bendrąjį atvejį, išnagrinėsime atvejį, kai n=3 ir m=2. 
Matėme, kad iš trijų raidžių A, B ir C galima sudaryti C3=3 aibes ро dvi 
raides. Kiekvieną iš šių aibių galima sutvarkyti P,=2 būdais, taigi iš viso 
gauname 3-2=6 sutvarkytas aibes. Ankstesniame skyrelyje matėme, 
kad iš tikrųjų Až=6. 

Bendras įrodymas visiškai analogiškas. Norėdami sudaryti sutvarky- 
tą aibę, turinčią m elementų, kurie pasirinkti iš п duotuju elementu, tu- 
rime: a) iš tų п elementų parinkti тт kokių nors elementų; tai padaryti yra 
С" būdų, b) m parinktųjų elementų sutvarkyti; tai galima padaryti Pm 
būdų. Iš viso gausime С”. Pm būdų (sutvarkytų aibių), t.y. 

AT = С.Р... 
Tai ir reikėjo įrodyti. 
Iš (1) formulės gauname: 
" CSAT: Pai 
Įrašę čia jau žinomus reiškinius 
| . "E" 
H^ (n — m)! , 


Ст = т. (2) 


ml (n—m) ' 


Р„=т!, 


gauname: 
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o tai galime užrašyti dar kitaip: 


n(a-1)...(n-m4l : 
Ст = п(п—1) E m Е. (3, 
Pavyzdžiui, 

35.34.33 


‚ C3s= 6 


= 35.17.11 =6545. 
Vadinasi, i$ 35 klasės mokinių galima išrinkti tris delegatus į konferen- 
ciją 6 545 būdais (kadangi nesvarbu, kokia tvarka jie išvardijami). 
Pateikiame nedidelę С” reikšmių lentelę. Kraštiniame dešiniajame 
stulpelyje nurodytos visu С”, kai duotas п, sumos (C7 apibrėžtas, kai m 
„reikšmės tenkina sąlygą 0 <m <n). : 


0 1 1 

1 1 1 : 2 

2 1 2 1 4 

3 1 3 3 1 8 

4 1 4 6 4 ДЕ, 16 

5 1 5 10 10 Б 1 32 
Pratimai 


49. Sudarykite visus aibės M poaibius ir raskite jų skaičių, kai: 
a) М= {1}, 5) М={1; 2}; c) M= (a; b; с; d}. 
с) atveju išrašykite visus poaibius, turinčius: 
1) vieną elementa; 2) du elementus; 3) tris elementus; 4) keturis 
elementus. 

50. Duota aibė X= (a; b; c; d). Sudarykite visus aibės X poaibius, kurie: 
a) neturi elemento a; b) turi elementą a. Kiek gavote poaibių a) at- 
veju ir b) atveju? 

51. Kiek poaibių turi aibė, sudaryta iš 6 elementų? 

52. Apskaičiuokite: | 
а) Cà; с) С}; e) Ci- Ch 
b) Ciz; d) C$; f) Сї Cio- 

53. Iš 20 darbininkų reikia paskirti 6 dirbti tam tikrame bare. Kiek yra 
būdų tai padaryti? 

54. Devintoje klasėje mokosi 35 mokiniai. Iš jų reikia išrinkti 4 delega- 
tus į konferenciją. Kiek yra būdų tai padaryti? 

55, Kiek sudėtinių skaičių, turinčių tik du pirminius daliklius, galima 
sudaryti iš skaičiaus 2310 pirminių daliklių? 

56. Kiek sudėtinių skaičių, turinčių tik tris pirminius daliklius, galima: 

sudaryti iš skaičiaus 3 570 pirminių daliklių? . 
Įrodykite, kad šios lygybės yra teisingos: | 
‚а) Ci-Ci- C$; b) Cip Cio С}. 


57 
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58. Suprastinkite seiškinius: 

2. 1 3 2n-3 
a) күү eus D 90р Cm 

59, Kiek skirtingų plokštumų ри nubrėžti per n erdvės taškų, iš ku- 
rių jokie keturi nėra vienoje plokštumoje, kai kiekviena plokštuma 
eina per tris i$ duotuju п taškų? Išnagrinėkite atvejus: 

a) n=3; с) n=6; 
; b) п=5; d) п=10. 

Kiek įstrižainių turi: 

a) iškilusis penkiakampis; 

b) iškilusis dvylikakampis; 

c) iškilusis dvidešimtpenkiakampis; 

d) iškilusis n-kampis, kai n> 3? 

61. Kiek šachmatininkų dalyvavo turnyre, jei žinoma, kad kiekvienas 
dalyvis sužaidė su kiekvienu iš likusiųjų šachmatininkų po vieną 
partiją, o iš viso buvo sužaista 210 partijų? 

62. Kiek yra būdų 15 moksleivių grupę padalyti į dvi grupes taip, kad 
vienoje grupėje būtų keturi, o kitoje — vienuolika moksleivių? 
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7. Kai kurios derinių skaičiaus savybės 


Ankstesniajame skyrelyje pateiktą C7 reikšmių lentelę galima neribo- 
ies testi. poen lentelės eilutės sunumeruotos sveikais neneigiamais skaičiais 
=0, 1, 2, 8, .... Jos n-toje eilutėje yra tokie skaičiai: 


1 С? 
C0 361, CL. ан И. 


Ši lentelė dažniausiai vadinama ,,Paskalio trikampiu“, prancūzų ma- 
tematiko B. Paskalio (1623—1662) garbei. 

Iš 22 puslapyje pateikto Paskalio trikampio matome, kad jo eilutės 
simetriškos: skaičiai, vienodai nutolę nuo eilutės pradžios ir galo, yra 
lygūs. Pavyzdžiui, 


Ci-Ci- -2= = С? = 10. 


Paaiškėja, kad teisinga ir bendra taisyktė: visiems n ir m (0 <m <n) 
yra teisinga lygybė 
с=с". | (I) 


Įrodymas visai paprastas: 


| n 
Ст = 2 x: = n 
m! (п-т) (n-m)! (n—(n—m)) ! c 


Suma 
C?+CL+C +... +С" 


yra ne kas kita, kaip aibės, sudarytos iš n elementų, visų poaibių skaičius. 
Todėl lygybė 
С1-С,4-01--...4-Сї-23 (2) 


išplaukia iš tokios teoremos: 
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Teorema. Aibės, sudarytos iš n elementų, visų poaibių skaičius yra ly- 
gus 2", 

Kai п=0, teorema yra teisinga (tuščia aibė turi vienintelį poaibį — 
pačią save). Kai nz 1, teoremą įrodysime matematinės indukcijos metodu. 

1) Aibė, sudaryta iš vieno elemento, pavyzdžiui, aibė (a), turi du po- 
aibius: tuščiąją aibę @ ir pačią aibę {а}. Taigi, kai n=1, teorema jro- 
dyta, nes 2+1=2. 

2) Įrodykime, kad А (k)= А (К+ 1), t. y. i$to, kad aibė, sudaryta iš 
k elemėntų, turi 2* poaibių (teiginys A (k)), išplaukia, jog aibė, susidedanti 
iš k+1 elemento, turi 2**! poaibių (teiginys А (k+1)). 

Imkime aibę B, turinčią k+1 elementa: 


В' ={Ь,; bs; bz; ET bys Бузар 
Sakykime, aibė B’ turi visus aibės B elementus, išskyrus elementa 5,44: 
B'=(b;; bs by ...; br}. 


Pagal А (К) aibé B' turi 2* poaibiu. I$ kiekvieno tokio poaibio sudarykime 
naują aibę, pridėdami elementa 5,,,. Gausime dar 2* aibės B poaibių. Iš. 
viso gavome 2*4+2k=2*+1 poaibių. Remiantis matematinės indukcijos 
principu, teorema įrodyta. 


Pratimai 
63. Apskaičiuokite: . 

a) Ci; ©) С; e) CH; 

b) Сю; d) Cio: f) С. 
64. Parodykite, kad yra teisinga lygybé: 

9+ Cb-- СЕ CP Ci CE C$ 29. 

65. Įrodykite, kad šios lygybės teisingos: 

a) C+ Ci С} = Cš+ Cic Ci 

b) Cà Cà C$ Cé + Cë + Cë. 
66. Apskaičiuokite: 

CI+ C? + С? + CT. 


67. Moksleivis turi po viena 1 kapeikos, 2 kapeiku, 3 kapeiku, 5 kapeiku, 
10 kapeikų, 15 kapeikų, 20 kapeikų monetą. Kiek yra būdų šioms 
monetoms susidėti į dvi kišenes? 

68. Iš dešimties, įvairių gėlių reikia sudaryti puokštę taip, kad joje būtų 
ne mažiau kaip dvi gėlės. Kiek yra būdų tokiai puokštei sudaryti? 

69, Turime 12 įvairių saldainių. Kiek yra būdų sudaryti iš ju rinkinį, 
kuriame būtų lyginis saldainių skaičius? 
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8. Rekurentiné formulė derinių skaičiui apskaičiuoti 


Pabandykite sudėti du gretimus Paskalio trikampio eilutės skaičius. 
Visuomet gausite sekančios eilutės skaičių, esantį po dešiniuoju dėmeniu. 
Pavyzdžiui, sudėję skaičius 4 ir 6 iš Paskalio trikampio ketvirtosios ei- 
lutės, gausite skaičių 10, esantį penktojoje eilutėje po ketvirtosios eilu- 

2 tės skaičiumi 6. Galima įrodyti, kad yra teisinga formulė 

| Cz CT = Ср, (D) 

kai O&m«n. 
Norėdami įrodyti trupmenas, 


^m П(п—1,...+(п-т+1) 
С" = 1-2-3-...-т 
bei 


Ст! = n(n—-l):...-(n—mtl) (n-m) 
EO 1.2.3.....т(т+1) 
subendravardiklinkime ir sudékime: 
(и("-1).... (m1) (m1) 
1.2.3.....т(т+1) 
+ (n(n—1)+...-(n—m+1)) (п-т) _ п(п-1)....(п=т+1)(т+1+п-т) _ 
. 1-2-3....-m(m4l) > 1.2.3.....т(т+1) 


= Ub) nai D... (n7 mtl m+ 
(m+)! n+1 ° 


Cr Cm 


Pagal (1) formulę galima nuosekliai užpildyti Paskalio trikampio ei- 
lutes, remiantis tuo, kad kiekvienos eilutės pradžioje ir gale yra vienetai. 
Čia pateikiame vienuolika pirmųjų Paskalio trikampio eilučių: 


0 1 

1 1 1 

2 1 2 1 

3 1 3 3 1 

4 1 4 6 4 1 

5 1 5 10 10 5 1 

6 1 6 15 20 15- 6 1 

7 1 7 21 35 35 21 7 1 

8 1 8 28 56 70 56 28 8 1 

9 E 9 36 84 126 126 84 36 9 1 
10 1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1 


(D lygybę galima įrodyti ir kitaip samprotaujant. 

Sakykime, duota aibė 4= (a;; аз; ...; ап; апу} i$ n+ 1 elemento. Jos poaibiu, ku- 
riu kiekvienas turi m+ elementą skaičius yra lygus СИ! Kita vertus, šį skaičių 
galima rasti ir taip. 

Aibės A poaibius, turinčius m+ 1 elementą, galima suskirstyti į dvi (nesusikertan- 
čias) grupes: 

1) turinčius elementą а, 1; 

2) neturinčius elemento a; ,;. 

Pirmoje grupėje yra tiek poaibiu, kiek poaibiu, sudarytų i$ т elementu, turi aibė 


A=(a; a; ...5 аа), 
susidedanti i$ n elementu. Ju уга С. 
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Antrosios grupés poaibiu skaičius yra lygus aibės А’ poaibių iš m+1 elementų 
skaičiui, t.y Cm+i Todėl iš viso aibė A turės 


. Cm + СЭ 
poaibių i$ m+1 elemento. 


Aibės A, turinčios п-Е1 elementa, poaibiu, sudarytų iš m--1 elemento, skaičių ga- 
vome dviem büdais. Vadinasi, 


Ст + Gm +1. = Сир E L 


Pratimai 


70. Įrodykite, kad teisingos lygybės: 
a) PL 207710 = ст. 
b) C? + ӘС! +3C 0174 Cm+3= СЛ, 


`$ 4. 


NATÜRINIS BINOMO LAIPSNIS 
(NIUTONO BINOMAS) 


9. Niutono formulė. Pagrindinės išvados 
Jūs jau žinote tokias formules: 
(а+5)1=а-+Ь, 
(a +b} = а? + 2ab + P?, 
(а + b = aš + да? b + Зар? + b3. 
Nesunku apskaičiuoti, kad 
(a + Ь)®= at + Aa? b + ба? b? + 4abš + bš, 
(a +b)? = a5 54 b+ 10a? P? + 10a? b? + bab* + 55. 


Iš karto krinta į akis, kad koeficientai šių formulių dešinėse pusėse yra 
skaičiai iš atitinkamos Paskalio trikampio eilutės. 
Galima įrodyti, kad su bet kuriuo natūriniu z yra tesinga formulė 


(a+b)'=C%an+Clan-1lb+...+Cmancmbm +... + СЁ”, (1) 


kuri anglu fiziko ir matematiko Izaoko Niutono (1642—1727) garbei 
vadinama Niutono formule. (1) lygybės dešinioji pusė vadinama binomo 
laipsnio déstiniu. . 

(1) formule irodykime matematinés indukcijos metodu. (1) lygybe 
su duotuoju п pažymėkime А (n). 

1) A (1) уга teisingas, nes 


(4-2у-а-5-01а-015. 


2) Lieka įrodyti, kad A (k)> A (k+1) su bet kuriuo natüriniu k. Pir- 
miausia tai įrodysime, kai & 23. Sakykime, žinome, kad 


(а + b)? = С® а# + Cla b + СЗ а? + СЇЗ. 


"Tuomet 
(а + Ь)#= (Са? + Cla? b + C3 ab? + С 3) (a + b) = 
= Cia + C}@ b + Cła? + Саі? + СЗазь + С} а? b+ Cab? + СБ = 
= C3 at + (C] + Cl) at b + (С) + C2) а b? + (C3 + C$) ab? + C3 b^. 

Kadangi | 

С1-1-01, СЪС = Сі, CL+Cį=C, 
сї+Сї=Сў}, Ci-1-G, 

tai galutinai gauname: 

(а + Б) = Са + Cb p Са? P + СЇ aD? + Cj ^ 

Kai k — bet kuris natürinis skaičius, skaičiuojame analogiškai: 

“ач b)*1« (CQa* + Ciak-1b+...+ CT ak nbn... СЕВ) (а+Ь)= 
-Cja**1- C]a kb... Cp акт Ьп. . + Ckabk + 
+Chakb+ ... Cz ak- mpm... СЕ-1 abk + Ck bk+1= 

=C}ak +14 (СОС ak b-- ... + (Ст Ст+1) ак mpm L. + 
+ (CE! 4- Cf) abk + СЕБЕТ = CQ a + 
TChaad br... Срна mime ... + CE Gab CET DA. 


Iš 1), 2) teiginio pagal matematinės indukcijos principa teiginys A (n) 
yra teisingas, kai n — bet kuris natūrinis skaičius. (1) formulė įrodyta. 

1 pavyzdys. (a+6)'=a7+7a9 b +21a5 5? --35a* p? -- 35a? b* +2la*b5 + 
T 7ab8 +b. 

Niutono formulés koeficientai C* vadinami binominiais koeficientais. 

Išnagrinėkime pagrindines Niutono formulės išvadas. 

19. Reiškinio (a+ b)” déstinyje pagal Niutono formulę yra n+ 1 dėmuo. 
Tai matyti iš (1) lygybės (paaiškinkite, kodėl). 

20. Niutono formulėje — (1) lygybėje — a laipsnio rodiklis mažėja nuo 
n iki 0, o b laipsnio rodiklis didėja nuo 0 iki n. Skaičių a ir b laipsnio ro- 
diklių suma kiekviename dėmenyje yra lygi п — binomo laipsnio ro- 
dikliui. 

39. Binominiai koeficientai, vienodai nutolę nuo dėstinio galų, yra 
lygūs (nes СТ--С 7). 

49. Binominiai koeficientai iš pradžių didėja, o po to mažėja. Jei bi- 
nomo laipsnio rodiklis lyginis, tai dėstinio vidurinio dėmens binominis 
koeficientas yra didžiausias, o jei binomo laipsnio rodiklis nelyginis, tai 
dviejų vidurinių dėmenų binominiai koeficientai vienas kitam lygūs ir 
yra didžiausi. , 

50, Norint (1) lygybės dėmenis užrašyti bendruoju pavidalu, patogu 
(k + 1)-tąjį dėmenį laikyti k-tuoju nariu ir žymėti Ту. Tuomet 


T,— Cta"-*b*, k-0, l, ..., n. (2) 


Pavyzdžiui Ty—CÓa"^b* — pirmasis dėmuo, Т, = Cla"-!b — antrasis 
dėmuo, T,= Cia" - 2р? — trečiasis dėmuo. 


27. 


1 2 
2 pavyzdys. Raskite dėstinio (2° +z)” ketvirtaji nari. 


Ieškomąjį dėstinio narį rasime pagal (2) formule 
0 


í 2 20 
T,= Ct, (2) [z] =495 2 


3 pavyzdys. Raskite numerį 4661 шо (z+z7?)!? nario, neturinčio z, 
t.y. turinčio z su nuliniu laipsnio rodikliu. 
Pagal (2) formulę randame: 


T, ыг Ck, z12—k (z 272) = k z18— -8К, 


Pagal uZdavinio salyga 12—3К=0, 20 k —4. Todėl tai уга ket- 
virtasis déstinio narys. 
45 pavyzdys. Raskite déstinio (1--0,01) 99 didžiausiojo nario nu- 
meri. 
Тк+к „Сї -0,01*** 0,01. 61 (1000—)1 _ (1000—4) 
Tk Соо 0,018. 0+1) (000-k—-T) 100 (6+1) * 


ты 2l: 


Išsiaiškinkime, su kokiais k 225 nelygybé 

1000-k 

100 (k+l) ^ 

k «8, ir kti <1, kai k>9. 
: k 


Taigi déstinio (1+0,01)10% nariai, didėjant numeriui, didėja iki T;, 
o vėliau mažėja. Todėl T, — didžiausias dėstinio narys. 

Pastaba. Reikia atskirti dėstinio dėmens koeficientą nuo to paties 
dėmens binominio koeficiento. Pavyzdžiui, dėstinio 


(2a — 3b)* = 16а — 96a3b + 216a? b? — 216ab? + 815* 


trečiojo démens koeficientas yra lygus 216, o jo binominis koeticientds 
С = 6. 


>1Ф к<8 402. . Vadinasi, Тев » i kai 


Pratimai 
71. Raskite binomo laipsnio déstinius: 


a) (а+Ь)%; 1 s 
b) (x+y); e) (х9 +7) om ae» 

с) (x —y)5; f) (x — 2y)5; i) (p-2— 1)5; 
d(Vx-V»; 8) 8х-17: j (5+2). 


72. Raskite déstinio (a? —ab)*! du vidurinius narius. 
73. Remdamiesi Niutono formule, irodykite, kad: 
a) visų déstinio (a--b)' binominių koeficientų suma yra lygi 2"; 
b) lyginėse vietose esančių binominių koeficientų suma lygi nelygi- 
nėse vietose esančių binominių koeficientų sumai. 
Nurodymai. a) Niutono formulėje imkite a—1, 92-41, b) Niutono 
formulėje imkite a=1, b= —1. 
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10*. Zinios i$ istorijos. Kombinatorikos taikymas tikimybiu teorijai 


Atskirais kombinatorikos uZdaviniais doméjosi dar senovés graiku 
matematikai. Tačiau pagrindinius kombinatorikos faktus, dabar įeinančius 
į bendro lavinimo vidurinės mokyklos kursą, atskleidė XVII ir XVIII 
amžiaus matematikai — Paskalis, Leibnicas, Jakobas Bernulis ir kiti, 
vystantis algebrai ir tikimybių teorijai. 

Be abejo, kiekvienam jūsų teko samprotauti apie kokio nors įvykio 
„tikimybę“, sakyti, jog koks nors įvykis „labai tikėtinas“, „mažai tikėti- 
nas“, „tiek pat tikėtinas“, kaip ir koks nors kitas įvykis, ir t.t. Tikimybių 
teorija nagrinėja tokias situacijas, kuriose įvykių tikimybę galima tiksliai 
kiekybiškai įvertinti. Paprasčiausios yra situacijos, pasižyminčios tam 
tikra simetrija. Pavyzdžiui, mėtant taisyklingą kubinį kauliuką, natūralu 
vieno, dviejų, trijų, keturių, penkių arba šešių taškų pasirodymą laikyti 
vienodai tikėtinais ir kiekvienam iš jų priskirti tikimybę g: Kadangi iš 
šių šešių atvejų trijuose taškų skaičius bus lyginis, natūralu laikyti, kad 
lyginio taškų skaičiaus pasirodymo tikimybė yra lygi 3 2 > : 

Apskritai įvykio tikimybe vadinamas jam palankių atvejų skaiciaus 
ir bendro vienodai galimų atvejų skaičiaus santykis. 

Išnagrinėkime keletą pavyzdžių. 

1 pavyzdys. Urnoje yra 10 vienodos formos rutulių: 3 balti, 2 juodi 
ir 5 raudoni. Apskaičiuokite tikimybę, kad atsitiktinai ištrauktas rutu- 
lys bus: a) raudonas: b) nejuodas. 

Kadangi visi 10 rutulių yra vienodos formos, tai bendras lygiai galimų 
atvejų skaičius yra lygus 10 (galime išimti bet kurį iš dešimties rutulių). 
Uždavinyje a) palankių atvejų 5 — nes tiek yra raudonų rutulių, t.y. įvy- 
kio tikimybė yra lygi T = 5 . UZdavinyje b) palankiu atveju 8 — galime 
išimti bet kurį iš 3 baltų ir bet kurį iš 5 raudonų rutulių. Todėl ieškomoji 
tikimybė yra lygi $ =$. 

2 pavyzdys. Turime penkias atkarpas: 1, 3, 5, 7 ir 9 cm ilgio. Apskai- 
čiuokite tikimybę, kad iš trijų atkarpų, atsitiktinai parinktų iš penkių nu- 
rodytųjų, galima sudaryti trikampį. 

Yra Cj, t.y. dešimt galimybių atsitiktinai parinkti tris atkarpas iš 
penkių. 

Suskaičiuokime atvejus, kai iš trijų parinktų atkarpų galima sudaryti 
trikampį. Primename, kad iš atkarpų ilgio a, b, c (a < b < c) galima sudaryti 
trikampį tada ir tik tada, kai c—b <a. 

Jei mažiausiosios atkarpos ilgis a yra 1, tai trikampio sudaryti negali- 
ma, пез dviejų nelyginių skaičių c ir b (c > b) skirtumas yra didesnis už 1 
(tokių atvejų Cj, t.y. 6). . 

Jei maZjausiosios atkarpos ilgis а уга lygus 3, tai trikampi galima su- 
daryti, kai 

b=5, c=7 arba b=7, c=9 


(ir negalima, kai b=5, c=9). 
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Jei mažiausiosios atkarpos ilgis yra lygus 5, tai b=7 ir c=9, todėl 
šiuo atveju iš „parinktų atkarpų galima sudaryti trikampį. 

Vadinasi, iš 10 galimų atvejų 3 yra palankūs, todėl ieškomoji tikimybė 
lygi б: 

3 pavyzdys. Laikydami 36 galimus dvieju kauliuku metimo rezulta- 
tus vienodai tikétinais, apskaičiuokite 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11 ir 12 taš- 
kų sumos pasirodymo tikimybę. 

Kiekvieną iš šešių galimybių 1, 2, 3, 4, 5ir6 taškų pasirodymo ant pir- 
mojo kauliuko atitinka tiek pat galimybių pasirodyti nuo 1 iki 6 taškų ant 
antrojo kauliuko. Vadinasi, iš viso yra 6:62:36 galimi rezultatai. UZda- 
vinio sąlygoje pasakyta, kad šie rezultatai yra vienodai tikėtini. Rasime 
skaičių palankių rezultatų, pavyzdžiui, kad suma būtų lygi 8 taškams. 

8 taškų sumą galima gauti, jei ant pirmojo kauliuko pasirodys 6 taškai 
ir ant antrojo — 2 taškai, ant pirmojo — 5 ir ant antrojo — 3, ant pir- 
mojo — 4 ir ant antrojo — 4, ant pirmojo — З ir ant antrojo” — 5, ir pa- 
galiau ant pirmojo — 2 ir ant antrojo — 6, taigi yra penki palankūs 


rezultatai. Todėl 8 taškų sumos pasirodymo tikimybė yra lygi 35 


Kaip spręsti kitus atvejus, pateikiame lentelėje: 


кылы Palanküs rezultatai E [riy 
2 lirl d 5 
3 Lir 2; 2ir 1 2 4 
4 lir 3; 2ir2;3irl 7 3 Ü 
5 l ir 4; 2 ir 3; 3 ir 2; 4 ir 1 4 g 
6 lir 5; 2 ir 4; 3 ir 3; 4и 2; 5 ir 1 5 Š 
7 lir6;2ir5;3ir4;4ir3; 5 ir 2; 6 ir 1 6 5 
9 3 ir 6; 4 ir 5; 5 ir 4; 6 ir 3 4 i 
10 : 4 ir 6; 5 ir 5; 6 ir 4j 3 5 
ll 5 ir 6; 6 ir 5 2 k 
12 6ir6 1 E 
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Ргайтаї* 


74. Šešiose vienodose kortelėse parašytos raidės Ė, I, 6, U, R, A. Kor-- 
telės sumaišomos ir atsitiktinai išdėstomos eilute. Kokia yra tiki- 
mybė, kad sudėsime žodį ŠIAURĖ? 

75. Iš urnos, kurioje yra 5 rutuliai, sunumeruoti skaičiais 1, 2, 3, 4, 5, atsi- 
tiktinai vienas po kito traukiami du rutuliai. Kokia tikimybė, kad 
ištrauktų rutulių numeriai eis didėjimo tvarka? 

76. Iš urnos, kurioje yra 5 rutuliai, sunumeruoti skaičiais 1, 2, 3, 4, 5, atsi- 
tiktinai vienas po kito traukiami visi 5 rutuliai. Kokia tikimybė. 
kad ištrauktų rutulių numeriai eis didėjimo tvarka? 

77. Iš urnos, kurioje yra 5 rutuliai, sunumeruoti skaičiais 1, 2, 3, 4, 5,. 

atsitiktinai traukiami 4 rutuliai. Kokia tikimybė, kad ištrauktų rutu- 

lių numeriai bus nelyginiai? 

Bibliotekoje yra 10 įvairių knygų, iš kurių 5 knygos kainuoja po: 

4 rub., 2 knygos — po 3 rub. ir 3 knygos — po 1 rub. Kokia tiki- 

mybė, kad dvi atsitiktinai paimtos knygos kainuos 5 rub.? ` 

79. A&tuoniose vienodose kortelėse užrašyti skaičiai 2, 4, 6, 7, 8, 11, 12 
ir 13. Atsitiktinai išimamos 2 kortelės? Kokia tikimybė, kad iš dvie- 
jų išimtų kortelių su skaičiais sudaryta trupmena bus suprastinama 7 
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11*. Sudėtingesnių tikimybių teorijos uždavinių pavyzdžiai 


1 pavyzdys. Dar XVII a. žaidėjai pastebėjo, kad, metant kauliuką 
keturis kartus, daugiau kaip pusėje atvejų nors vieną kartą pasirodo še- 
šiukė. Šį faktą patvirtina ir skaičiavimai pagal tikimybių teorijos tai- 
sykles. Metant kauliuką pirmą kartą, yra šešios skirtingos galimybės 
(1, 2, 3, 4, Sir 6 taškų pasirodymas). Kiekviena iš jų susiskaido į šešias 
galimybes, priklausomai nuo antrojo metimo rezultatų; taip susidaro 
62=36 galimybės. Metant tris kartus, skirtingų galimybių bus 63=216, 
o metant keturis kartus — 6*= 1296. Tačiau iš šių 1296 atvejų, kuriuos 
natūralu laikyti vienodai galimais, bus 5®=625 tokie, kai šešiukė nepasi- 
rodys nė karto, o 1296 —625 —671 atveju nors vieną kartą iš keturių pa- 
sirodys šešiukė. Vadinasi, nors vienos šešiukės pasirodymo, metant kau- 
liuką keturis kartus, tikimybė yra lygi: 

671 1 
1296 5 0,52 > 5. 

Kai paslaptis išaiškėjo, vienas žaidėjas sugalvojo naują žaidimo va-- 
riantą. Kadangi dviejų šešiukių pasirodymas, metant du kauliukus, jam 
atrodė šešis kartus mažiau tikėtinas įvykis, negu šešiukės pasirodymas, 
metant vieną kauliuką (čia jis buvo visiškai teisus), jis padarė išvadą, kad, 
metant du kauliukus 4 - 6—24 kartus, daugiau kaip pusėje atvejų nors 
"vieną kartą pasirodys šešiukės. Tačiau patikrinus šią išvadą bandymais, 
jam teko nusivilti: metant du kauliukus 24 kartus, dvi šešiukės pasirod y- 
davo mažiau kaip pusėje visų atvejų. Žaidėjas kreipėsi į Paskalį, kad jis 
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paaiškintų, kodėl taip yra. Tariama paradoksą Paskalis lengvai išaiškino.- 
Metant du kauliukus vieną kartą, yra 36 galimybės, iš kurių tik viena ati- 
tinka dviejų šešiukių pasirodymą. Metant 24 kartus, iš viso turime 36% 
galimų atvejų, iš kurių 35% atvejais nė karto nepasirodo dvi šešiūkės, o 
36?! —35?* atvejais nors karta iš vieno metimo pasirodo abi šešiukės. Ti- 
kimybė, kad nors kartą pasirodys dvi šešiukės, yra lygi* 
3624 — 3524 35 \24 1 
= =1- (35) 20,48 < >° 
Kaip matyti, tikimybė šiek tiek mažesnė už pusę. 

- 2 pavyzdys. Priimama masinė produkcija kontroliuojama atsitikti- 
nai: iš 100 gaminių atsitiktinai paimama 20 gaminių, ir jei randamas nors 
vienas gaminys su defektu, visi gaminiai išbrokuojami (arba visi gaminiai 
patikrinami). Iš 100 gaminių 10 yra su defektais. Kokia tikimybė, kad 
nors vienas gaminys su defektu bus patikrintas? 

Sprendimas. Paimti 20 gaminių iš 100 yra tiek skirtingų būdų, 
kiek yra gretinių iš 100 po 20: 


1001 
4% "gg ° 
15 šių būdų yra 
гр... 901 
4% = r 


tokių, kad né vienas gaminys su defektu nebus patikrintas. Likusiuose 
48- 
atveju bus rastas nors vienas gaminys su defektu. Atitinkama tikimybé 
yra lygi: 
Ао 48 90180 _ 
UAM -1- “1001 101. = 0,9049. 

Pirmasis pavyzdys yra būdingas pradiniam tikimybių teorijos vysty- 
mosi periodui. Didžioji dalis matematikų nagrinėtų tikimybių skaičiavi- 
mo uždavinių. buvo imama iš azartinių lošimų, loterijų ir t.t. Šitai 
paaiškinama tuo, kad, gaminant kauliukus bei kortas ir organizuojant 
loterijas, pasirüpinama, jog įvairūs bandymų rezultatai būtų „vienodai 
galimi“. Čia ypač paprasta taikyti tikimybės, kaip palankių atvejų 
skaičiaus ir visų vienodai galimų atvejų skaičiaus santykio, apibrėžimą. 
Šiuo metu to paties principo laikomasi, organizuojant atsitiktinę kontro- 
lę bei statistinius tyrimus. Tačiau tikimybių teorijos taikymų sritis nesi- 
baigia tokiomis situacijomis, kai visus galimus bandymų rezultatus lengva 
suskaidyti į „vienodai galimus“ atvejus. Čia mes neturime galimybės 
papasakoti, kaip apibrėžiama tikimybė bendresnėje situacijoje. 

Iki XX a. pradžios kombinatorika buvo laikoma iš esmės užbaigta 
matematikos dalimi. Seniai nusistovėjo ir specifinė jos terminologija 
(kėliniai, deriniai, gretiniai ir t.t.) ХХ amžiuje į kombinatoriką imta 


* Apskaičiuokite, taikydami logaritmus. 
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žiūrėti, kaip į pirmąjį skyrių aibių teorijos, nagrinėjančios baigtines aibes 
(jų poaibius, vienos aibės atvaizdavimus į kitą ir t.t.). Tuo remiantis, buvo 
galima nuosekliau klasifikuoti kombinatorikos uždavinius. Naujaisiais 
laikais, konstruojant sudėtingus valdymo bei skaičiavimo įrengimus ir 
vystantis „informacijos teorijai“, kombinatorikos vaidmuo labai išaugo. 
Kombinatorikoje atsirado daug naujų uždavinių, kurie vėl patraukia ma- 
tematikų dėmesį. 


Pratimai* 


80. Urnoje yra a baltų ir b juodų rutulių. Iš urnos imami du rutuliai. Ap- 
skaičiuokite tikimybę, kad abu rutuliai bus balti. 

81. Iš 10 bilietų 2 laimi. Apskaičiuokite tikimybę, kad iš atsitiktinai pa- 
imtų 5 bilietų laimės: a) vienas, b) du, c) nors vienas. 

82. Iš 60 arbūzų 50 yra prinokusių. Pirkėjas perka 2 arbūzus. Kokia ti- 
kimybė, kad abu arbūzai bus prinokę? 

83. Šachmatų turnyre dalyvaus 16 žaidėjų, kurie burtų keliu bus suskirs- 
tyti į dvi grupes, po 8 žaidėjus kiekvienoje grupėje. Kokia tikimybė, 

‚ kad du stipriausieji dalyviai žais: a) vienoje grupėje, b) skirtingose 

grupėse? 

84. Iš r gaminių k gaminių yra su defektais. Apskaičiuokite tikimybę, kad 
iš atsitiktinai patikrintų s gaminių / gaminių bus su defektais. 

85. Raskite tikimybę, kad, metant kauliuką k kartų, visi pasirodžiusių 
taškų skaičiai bus skirtingi (k =2, 3, 4, 5, 6). . 

86*. Atėjo penki svečiai su skrybėlėmis. Kokia tikimybė, kad, atsitiktinai 
pasirinkę skrybėles, kiekvienas jų užsidės svetimą skrybėlę? 

87* Aštuonios skirtingos knygos atsitiktinai sudėtos lentynoje. Apskai- 
čiuokite tikimybę, kad dvi tam tikros knygos atsidurs greta. 

88*. Įrodykite kad п elementų aibę galima suskirstyti | 


п! 
m; ma ... mk! 


skirtingais būdais į k nesusikertančių (kuriuose nėra bendrų ele- 
mentų) poaibių, turinčių po т, Mə, ..., m, elementų (m, -+-m,-+ 
+... + m=). 

89. Kiek yra skirtingų būdų suskirstyti dešimties elementų aibę į du trijų 
elementų poaibius ir du dviejų elementų poaibius? 


Papildomi II skyriaus pratimai 
90. Išspręskite lygtis: 


(1-3) = (n-3) ° 


a) heg —79; ) (2n)! 20n! 


АЛТ an, k! 09k 
b) (ЕП =30; 4) KI“ ЭЛС 


2. Algebra ir analizés pradmenys IX—X kl. 33 


91. Išspręskite nelygybės: . 
« 72; с) E a < 1000; 


(n— 1)! 
MESS (п+1) (4-2) 
.Qn-Dt ; (n—4) (n—3) 
b) (2n—3) >420; d) зи > 000002. 


92. Kiek įvairių penkiaženklių skaičių bus galima sudaryti iš skaitmenų 
0, 1, 2, 3, 4, jei skaičiuje skaitmenys nesikartos? 
93. Apskaičiuokite sumą visų triženklių skaičių, kuriuos galima sudaryti 
iš skaitmenų 1, 2, 3, jei skaičiuje skaitmenys nesikartos. 
Apskaičiuokite sumą visų keturženklių skaičių, kuriuos galima" suda- 
ryti iš skaitmenų 1, 3, 5, 7, kai skaičiuje skaitmenys nesikartoja. 
95. Kiek yra iš skaičiaus 1 234 567 skaitmenų kėlinių tokių, kurie; 
a) prasideda 123; 
b) baigiasi 123; 
с) prasideda skaitmenimis 1, 2, 3, be to, šie skaitmenys išdėstyti bet 
kokia tvarka ir užima pirmąsias tris vietas; 
d) prasideda gretimais skajtmenimis 1 ir 27 
96. Knygų lentynoje yra 30 tomų. Kiek yra būdų juos sudėti taip, kad 
pirmasis ir antrasis tomas: a) būtų greta, b) nebūtų greta? 
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97. Išspręskite lygtis: 
1 Cc 7 
3.1 С: За 
а) Сүг Бш n+8* 0) Сы: ma 
E "n C 9 
b) ЗС; 1 = 5С3,1: 4) Сл = 17 


98. Su kokiomis п reikšmėmis yra teisingos nelygybės: 
а) Сї« Сі; b) С> Сі? 

99, Išspręskite nelygybes: 

а) Cà< Ch; о) Cg « Chai 
b) С> С; а) Ci?» СБ. 

100. Kiek apskritimų galima nubrėžti per 10 plokštumos taškų, kurių 
nė vieno ketverto nėra viename apskritime, ir nė vieno trejeto nė- 
ra vienoje tiesėje, jeigu kiekvienas apskritimas eina per tris iš duotųjų 
taškų? 

101*. Įrodykite, kad lygybė 

C+ Ci; Ch +... +С»= С 
yra teisinga. 

102. Kiek skirtingų akordų galima sugroti dešimtimi rojalio klavišų, 
jei kiekvienas akordas gali turėti nuo trijų iki dešimties garsų? 

103. 40 žmonių susirinkimas renka pirmininką, sekretorių ir tris redakci- 


nės komisijos narius. Kiek yra būdų šiems penkiems asmenims 
išrinkti? 
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104. Padalinyje уга 60 kareivių ir 5 karininkai. Kiek yra būdų paskirti“ 
sargybą iš trijų kareivių ir vieno karininko? 

105. Iš 10 jaunuolių, 8 berniukų ir 5 mergaičių reikia sudaryti Sachmati- 
ninkų komandą, į kurią įeitų 4 jaunuoliai, vienas berniukas ir 2 mer- 
gaitės. Kiek yra būdų tai padaryti? 

106. Turime т baltų ir n juodų rutulių, be to, m» n. Kiek yra būdų visus 
rutulius išdėstyti eile taip, kad du juodi rutuliai nestovėtų greta? 

107. Iš 10 rožių ir 8 jurginų reikia sudaryti puokštę, kurioje būtų 2 ro- 
žės ir 3 jurginai. Kiek yra būdų tokiai puokštei sudaryti? 

.108. Įrodykite, kad binominiai koeficientai, vienodai nutolę nuo galų, 
yra vienas kitam Jygüs, 


109. Déstinio (үз yt 5 З)" binominių koeficientų, а lyginése vie- 
tose, suma yra lygi 3. Raskite narį, turintį y?? 


110. Apskaičiuokite déstinio (5х? —4y3)? koeficientų sumą. 
111*. Koks yra | didžiausio nario numeris dėstinyje: 


100 9 1 1100, 9 1 1100 

a (zty) i 9($*3) 5 9 (m+) - 
112. Kiek reikia imti dėstinio (1+0,01)1 narių, norint laipsnį (1 +0,01)19 

apskaičiuoti 0,001 tikslumu; 0,000001 tikslumu? 


Ш skyrius REALIEJI SKAIČIAI, 
YEGALINĖS SEKOS 
IR JŲ RIBOS 


$ 5. 
REALIEJI SKAIČIAI 


12. Įžanginės pastabos 


1. Skaičiaus sąvoka susiklostė laipsniškai praktikos reikalavimų 
įtakoje. Nuo seniausiųjų laikų skaičiai buvo vartojami: a) suskaičiuojant 
daiktus, b) matuojant dydžius. 

Atsakymas į klausimą „kiek elementų turi tam tikra baigtinė aibė?“ 
visuomet išreiškiamas arba natūriniu skaičiumi, arba nuliu (kai aibė tuš- 
čia). Vadinasi, visų sveikųjų neneigiamų skaičių aibės 

76-10, 1; 2; 3; ...} 
pakanka, norint pasakyti, kiek yra tokiu daiktu. 

Matuojant dydžius, būna kitaip. Atstumas tarp dviejų gyvenviečių 
gali būti lygus 3,5 kilometro, kambario plotas — 16,45 kvadratinio metro 


ir t.t. 
Naudojant dalybos algoritmą, bet kurį trupmeninį neneigiamą skaičių 


m (m>0, n>0 — sveikieji skaičiai) galima išreikšti baigtine arba bega- 
line dešimtaine trupmena: 


E = 3,66666666. . .. 


Vienodumo dėlei baigtines dešimtaines trupmenas papildysime iš 
dešinės begaline nulių seka: 


к =0,12500000.... 


Sveikuosius skaičius taip pat papildysime begaline nulių seka į dešinę nuo 
kablelio: ; 
17 = 17,00000.... 


Taigi matome, kad bet kurį пепеірізта racionalųjį skaičių galima išreikštu 
begaline dešimtaine trupmena: 


t = а, ау а аз. ... 
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Cia a, yra skaičiaus r sveikoji dalis, o 
0, а. а аз... 


— jo trupmeniné dalis. 

2. Taip pat išreikšti galima ir neigiamus racionaliuosius skaičius. Tik- 
tai, kad nesusipainiotume, neigiamojo skaičiaus sveikąją dalį reikia pažy- 
mèti brūkšnių (minusu) iš viršaus. Pavyzdžiui, skaičių 

| 3 1 

у= 2+ y 
rašysime taip: 
2,500000000.... 
Analogiškai 
-0,789--1,21100000... 
1 


-117 $ = —117,333...= — 118+ 3 118,66666.... 


Taigi bet kurį racionaluji skaičių r galima išreikšti begaline dešim- 

daine trupmena: 
r=a, ауа„аз..., 
kurios a — sveikasis skaičius, o a, (k=1, 2, 3...) sveikieji skaičiai, . 
priklausantys intervalui 
0<a,<9. 

Be to, a, yra skaičiaus г sveikoji dalis, o skaičiaus г trupmeninę dalį 

galima išreikšti begaline dešimtaine trupmena 
0, а а» аз. ... 


3. Jeigu skaičiaus x sveikoji dalis yra mažesnė už skaičiaus у sveikąją 
dalį, tai pats skaičius x yra mažesnis už skaičių y. Jeigu dviejų skaičių 
sveikosios dalys yra lygios, tai, lyginant šiuos skaičius, reikia žiūrėti į jų 
trupmenines dalis. Pavyzdžiui, 

15,30405... < 15,30410..., 


nes šių skaičių sveikosios dalys ir pirmieji trys dešimtainiai ženklai po 
kablelio lygūs, o ketvirtasis ženklas po kablelio yra mažesnis kairiojo 
skaičiaus: 0-1. 

Begalinių dešimtainių trupmenų palyginimo taisyklė: 

а, а, 4:45-..«6,, bi bg ba..., 

jeigu a, «b, ir a;=b, visiems i <. 

Pastebésnne, kad, taikant šią taisyklę, sveikosios dalys а, ir bọ gali 
turėti bet kokius ženklus. Pavyzdžiui, 

1,75000... < 1,75010.... 
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Pastaba. Praktikoje skaiciai su neigiamomis sveikosiomis dalimis 
užrašomi, kai skaičiuojama naudojantis logaritmais. Skaičiaus sveikoji 
dalis čia vadinama jo charakteristika, o trupmeniné — jo mantise. Prak- 
tiškai skaičiuojant, begalinė nulių seka iš dešinės, žinoma, nerašoma, 


Pratimai 
113. Parašykite skaičius begalinėmis dešimtainėmis trupmenomis: 
a) 7; b) 12,38; 9 —7,935; d) i: €) —4: D -Ž. 
114. Palyginkite skaičius: 
a) 17,586631; ir 17,586897; 
b) —2,37561 ir —2,37571; 
€) —0,786 ir 0,687; 
d) 0,2444444444... ir 0,244. 


13. Periodinés deSimtainés trupmenos 


Ankstesniame skyrelyje pasitaikė dešimtainių trupmenų, kurių visi ženk 
lai, pradedant nuo+tam tikros vietos, kartojasi: 0,12500000..., 3,6666666... 
ir t. t. Tokias dešimtaines trupmenas vadiname periodinėmis. 


Apibrėžimas, Begalinę dešimtainę trupmeną 
а, а, 2303... 
vadiname periodine, jei egzistuoja tokie natüriniai skaičiai N ir p, kad 
a,+s =a, visiems nz N. 


Pavyzdžiui, 3,6666666 ... yra periodinė dešimtainė trupmena: šiuo 
atveju N=1, p=1 ir a,,,=a,=6, kai n>1. Skaičius 0,12500000... irgi 
yra išreikštas begaline periodine dešimtaine trupmena: čia N=4, p=1 ir 
a,+i=a,=0, kai n>4. Skaičius 2,1783838383... irgi parašytas begaline pe- 
riodine dešimtaine trupmena: čia N=3, р=2 ir a,+ Í =a,, kai 23, nes 
4,—8, kai n — nelyginis ir a,=3, kai n — lyginis. Periodines trupmenas 
"įprasta rašyti trumpiau: vietoj 3,6666666... rašome 3, (6), vietoj 0,125000000 
rašome 0,125(0), vietoj 2,1783838383... rašome 2,17(83). Skliausteliuose 
parašytąjį skaičių vadiname periodu; 3,(6) reikia skaityti ,,trys sveiki ir 
šeši periode“, 2,17(83) reikia skaityti „du su minusu, septyniolika šimtųjų 
ir aštuoniasdešimt trys periode“. 

Dabar įrodysime svarbią teoremą. 

1 teorema. Kiekvieną racionalų jį skaičių galima išreikšti begaline 
periodine dešimtaine trupmena. 
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Įrodinėjant užtenka nagrinėti tik neneigiamus skaičius, nes skaičiaus r, 
išreikšto trupmena 


а, а; Az Q3. . ., 


dešimtainiai ženklai po kablelio sutampa su šio skaičiaus trupmeninės 
dalies dešimtainiais ženklais, о racionaliojo skaičiaus trupmeninė dalis 
yra neneigiamas racionalusis skaičius. 
Racionalųjį skaičių reikšdami dešimtaine trupmena, taikome dalybos 
algoritmą. Išnagrinėkime pavyzdį. Dalykime 12 iš 55: 
12 | 55 
110 0,218 
-» 100 
55 
450 
440 
> 10 
Gave du kartus liekanos 10, toliau galime nebeskaičiuoti: ir liekanos, 
ir dalmens skaitmenys kartosis. Todėl 


12 
55 = 0,2 (18). 


Bendruoju atveju: dalijant i$ bet kurio natürinio skaiciaus п, gali pasi- 

taikyti tik п liekanų: 

0, 1, 2; uw ЭРЭЛ: 
Todėl kuri nors iš ju būtinai pasikartos ne daugiau kaip po п algoritmo 
žingsnių. 

Pastaba. Begalines dešimtaines trupmenas su nuliu periode gauname, 
kai kuri nors liekana dalybos algoritme yra lygi nuliui. Po to, žinoma, lie- 
kanos gauname vien tik nulius. | 

O kokios gi periodinės dešimtainės trupmenos išreiškia racionaliuo- 


sius skaičius? Atsakymas labai paprastas: visos, išskyrus tas, kurių periodas 
yra 9. . 


2 teorema. Bet kuri periodinė dešimtainė trupmena 
а, а а аз. ... 


kurios periodas nelygus 9, yra kokio nors racionaliojo skalčiaus išraiška, 
gaunama iš šio skaičiaus pagal dalybos algoritmą. 


Šios teoremos čia nejrodome. Vėliau sužinosime, kaip iš turimos 
periodinės dešimtainės trupmenos (su minėta išimtimi) sudaroma papras- 


toji trupmena =, iš kurios ta periodinė trupmena уга gauta. 


Nesunku suvokti, kodėl. pavyzdžiui, begalinės trupmenos 
0,23 (9) @ 
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negalima gauti, dalijant natūrinį skaičių m i$ natūrinio skaičiaus п. Jei būtų atvirkščiai, 


I 


mes gautume, kad skaičius r=% turi tenkinti nelygybes r<0,24 ir r>0,2399...9 


m е — 
visiems k. Tačiau tuomet skirtumas k ženklų 


0,24— ғ, 
būdamas teigiamas, turėtų būti mažesnis už 
0,24— 0,2399 ... 9=10-8 


s— EU 
. 1 k ženklų 
visiems k, o tai yra negalima. 


Pratimai 


‚ 115. Išreikškite skaičius begalinémis dešimtainėmis trupmenomis. Paaiš- 
kinkite, kodėl gautos trupmenos yra periodinės: 


7 23 3 29 
b) 35:0 — 7; d) 


a) s; 7 =" 


14. Realieji skaiciai 


Septintosios klasės vadovėlyje jau buvo minėta, kad racionaliuju skai-- 
čių aibė O įeina į platesnę realiųjų skaičių aibę R. Realieji neracionalieji 
skaičiai vadinami iracionaliaisiais skaičiais. Septintosios klasės vadovė- 
lyje buvo pateiktas tokio iracionaliojo skaičiaus pavyzdys — skaičius |/2. 
Buvo nurodytas jį išreiškiančios begalinės dešimtainės trupmenos: 


V 2=1,41421356... 
sudarymo algoritmas. 

Griežtoji realiųjų skaičių teorija yra gana sunki ir neįeina į vidurinės 
mokyklos programą. Tačiau dabar jūs esate pakankamai pasiruošę bend- 
rais bruožais suprasti, kaip tokią teoriją galima sukurti. 

Pagrindinė (idėja labai paprasta. Be periodinių begalinių dešimtainių 
trupmenų, egzistuoja neperiodinės. Tokia yra, pavyzdžiui trupmena 


0,101001000100001000001... 


(po pirmojo vieneto — vienas nulis, po апігојо — du ir t.t.). Dabar 
tarkime, kad kiekviena neperiodiné begalinė dešimtainė trupmena yra tam 
tikro naujo skaičiaus išraiška. Visų šių skaičių aibė ir yra visų iracionaliųjų 
skaičių aibė. Kartu su racionaliaisiais skaičiais iracionalieji skaičiai sudaro 
visų realiųjų skaičių aibę R. 

Taigi paaiškėja, kad bet kurį realųjį skaičių galima išreikšti begaline 
dešimtaine trupmena. Atitinkamybė 


X— a, аа аз... 


tarp realiųjų skaičių ir begalinių dešimtainių trupmenu, kurių periodas 
ne 9, yra abipus vienareikšmė: kiekvieną realųjį skaičių x atitinka viena 
tokia visiškai apibrėžta dešimtainė trupmena, ir kiekviena tokia dešimtai- 
nė trupmena yra visiškai apibrėžto realiojo skaičiaus išraiška. 
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Realiuju skaičių nelygybė apibrėžiama 12 skyrelyje pateikta begali- 
nių dešimtainių trupmenų palyginimo taisykle. Toks racionaliųjų skaičių 
nelygybės apibrėžimas yra ekvivalentus dar iš žemesniųjų klasių žinomam. 
apibrėžimui. 

Lieka apibrėžti aritmetines sudėties ir daugybos operacijas su naujai 
įvestaisiais skaičiais. Kaip tai atliekama, paaiškinsime 15 skyrelyje. 
Atimtis, kaip ir anksčiau, laikoma veiksmu, atvirkščiu sudėčiai, o da- 
lyba — veiksmu, atvirkščiu daugybai. 

Norint užbaigti realiųjų skaičių teoriją, dar reikia įrodyti, kad nelygy- 
bės ir aritmetiniai veiksmai su naujaisiais skaičiais turi tas pačias pagrindi- 
nes savybes, kaip ir su racionaliaisiais: jeigu x < y, tai visiems z 


х+2<у+2 
ir t.t. 


Pratimai 
116. Nurodykite, kurie šių skaičių yra racionalieji: -i: 5;4,2;—1,6; 


V 6; V 2; 0; 0,757557555755557 ... (paskutiniame skaičiuje: po pir- 
mojo septyneto — vienas penketas, po antrojo — du ir t.t.). Kiekvieną 
racionalųjį skaičių išreikškite santykiu = kuriame meZ ir ne N. 
117*. Pasakykite keleta teigiamu kintamojo a reikšmiu, su kuriomis. 
reiškinio |/ a reikšmė уга: 
a) „iracionalus skaičius; 
b) racionalus skaičius. 


15. Realiųjų skaičių dešimtainiai artiniai* su trūkumu ir su pertekliumi. 
Aritmetiniai veiksmai su realiaisiais skaičiais 


1. Dešimtainiai artiniai su trūkumu ir su pertekliumi 1 tikslumu, 0,1 
tikslumu, 0,01 tikslumu ir t. t. sudaromi jums gerai žinomu būdu. Pirmie- 
ji penki skaičiaus 

x=5,3991... 
artiniai surašyti šioje lentelėje: 
9<х<5+1=6; 
5,3<х<5,3+0,1=5,4; 
5,39 < x < 5,39 +0,01 = 5,4; 
5,399 < x < 5,399 + 0,001 = 5,4; 
5,3991 < x < 5,3991 + 0,0001 + 5,3992. 


Apskritai skaičiaus >š 
X = de, Q1 a> аз. .. 

* Jei škaičiaus apytiksle reikšme imamas skaičius a ir žinoma, kad šios paklaidos 
modulis ne іс 25піѕ už tam tikrą skaičių A, t. y. | x — ai «A, tai sakoma kad skaičius a 
yra skaičiaus x artinys А tikslumu. 
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artiniai 107" tikslumu yra tokie: H 
su trūkumu: | X,—4, 41053. . .Qy; E 

su pertekliumi: х„=х„+ 107". i 

Pastaba. Užrašydami artinius x, ir x,, nerašome nulių į dešinę nuo 
reikšminių skaitmenų. Tačiau juos parašę, galime įsitikinti, kad nely- 


gybės 
х.<х<х, 


pagal 12 skyrelyje nurodytą begalinių dešimtainių trupmenu palyginimo 
taisyklę yra teisingos. Pavyzdžiui, pagal šią taisyklę iš tikrųjų T 


5,3991000... < 5,3991... <5,3992000..., 
kokie bebūtų skaičiaus 5,3991... desimtainiai ženklai, einantys po duotųjų. 


2. Sakykime, kad x ir y du realieji skaičiai. Jų artiniai su trūkumu ir 
su pertekliumi 107^ tikslumu tenkina nelygybes 


Xn SX<Xm Ya SY< Ya 
Jei x ir y būtų racionalieji skaičiai, tai iš šių nelygybių išplauktų nelygybė 
X, + Y, S x + y < Xy + ys. 
Tačiau dar reikia apibrėžti sudėtį realiųjų skaičių, kurie gali ir nebūti 
racionalūs. 


Apibrėžimas. Realiųjų skaičių x ir y suma vadinamas toks realusis 
skaičius z. kuris visiems sveikiesiems neneigiamiems n tenkina nelygybę 


| x, +y, €z € x+. 
Galima įrodyti, kad toks skaičius egzistuoja ir, be to, tiktai vienas. Mes 


apsiribojome parodę, kaip, remiantis šiuo sumos apibrėžimu, galima ras- 
ti sumos apytiksles reikšmes dideliu tikslumu. Sakykime, kad 


x=1,23001..., у=0,78044.... 


Šiame pavyzdyje (nepriklausomai nuo to, kokie yra tolesni skaičių x ir y 
dešimtainiai ženklai) 
хь + ys = 2,01045 < x+ y < x5 + у= 2,01047, 
todėl galime parašyti keturis sumos ženklus po kablelio; 
х+у=2,0104.... 
Ne toks palankus atvejis: ` 
х=0,14508..., у=0,85491..., 
xs +ys=0,99999, x/+5;= 1,00001. 
Nesužinojome net sumos sveikosios dalies! Vis dėlto 
жер (4539) — | 00000 


yra jos artinys 1075 tikslumu: | 
х-+у= 1,00000 + 0,00001. 
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3. Visiškai analogiškai yra apibrėžiama neneigiamų realiųjų skai= 
čių sandauga. | 
Apibrėžimas. Dviejų neneigiamų realiųjų skaičių x ir y sandauga 
vadiname tokį realųjį skaičių z, kuris visiems sveikiesiems neneigiamiems n 
tenkina nelygybes 
Xy Ys S z € Xh Yn- 
Galima įrodyti, kad toks skaičius egzistuoja ir yra vienintelis. Jei vienas 
arba abu skaičiai yra neigiami, tai, apibrėžiant jų sandaugą, reikia taikyti 
žinomą ženklų taisyklę. 
Pavyzdžiui, įvertinkime skaičiaus 
х= 1,4142... 
kvadrata. Siuo atveju 
җ= 1,4142, х=1,4143; 


х1-41,99996164 < x? < (x1)? = 2,00024449. 


Matome, kad skaičiaus x kvadratas yra labai artimas skaičiui 2. Daugiau 
nieko pasakyti negalima, nežinant tolesnių skaičiaus x dešimtainių 
ženklų. Iš tikrųjų atitinkamai juos parinkę, gautume skaičių, kurio kvad- 
ratas lygus tiksliai dviem. 


Pratimai 


118. Įrodykite, kad skaičiai 2,6 ir 2,7 yra skaičiaus |/ 7 dešimtainiai arti- 
niai atitinkamai su trūkumu ir su pertekliumi 0,1 tikslumu. 
119. Raskite skaičiaus: 


a) 0,266; b) —L27z; 92-2; ФУП 


dešimtainius artinius 0,1 tikslumu su trūkumu ir su pertekliumi. 
120. Sakykime, kad x — bet kuris realusis skaičius, tenkinąs tokias ne- 

lygybes: 

3<x<4, 
3,6<x<3,7, 
3,60 <х< 3,61, 
3,609 <х< 3,610, 
3,6091 « x « 3,6092. 

Parašykite begalinės dešimtainės trupmenos, kuria išreiškiamas skai- 

čius x, pirmuosius keturis dešimtainius ženklus. 
121. Raskite skaičių: 

3 10 = = 
a) q: 5-34: 9(ү3 4) -y3 


tris pirmuosius dešimtainius artinius su trūkumu ir su pertekliumi 
ir tris pirmuosius dešimtainius ženklus. 
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122. Žinome, kad х=0,5638413..., y—1,3414895.... 
Raskite pirmuosius penkis sumos x--y dešimtainius ženklus. 

123. Žinome, kad x—2,1488.... y=1,5431... . Raskite du pirmuosius x 
ir у sandaugos dešimtainius ženklus. 

124. Raskite pirmuosius keturis sumos 


а) 2+0; . 9y3«y5$ 


reikšminius skaitmenis. 
125*. Raskite pirmuosius tris sandaugos 


a) i.V3 wy3.y8 


dešimtainius ženklus. 


16. Skaičių vaizdavimas koordinačių tiesės taškais 


1. Geometrijoje laikoma, kad atstumas tarp bet kokių taškų, kai pa- 
rinktas matavimo vienetas, yra neneigiamas skaičius. Čia galvojame apie 
realiuosius skaičius. Jeigu šeštosios klasės vadovėlyje kalbama tiesiog apie 


1 pav. 


skaičius, tai šitaip daroma tik todėl, kad 
šeštos klasės moksleiviai žino tik raciona- 
liuosius skaičius. 

Tarsime, kad atstumų matavimo vienetą 
jau pasirinkome, ir paprastumo dėlei atstumo 
skaitinę reikšmę vadinsime tiesiog atstumu. 
Taigi atstumas | АВ | tarp taškų A ir B yra 

2 pav tiesiog neneigiamas realusis skaičius. 
Sakykime, kad O ir E yra tiesės taškai ir 
kad atstumas | OE |=1. Kiekvieną spindulio OE tašką M atitinka nenei- 
giamas skaičius х„=| OM |. Viena iš pagrindinių geometrijos prielaidų 
yra ta, kad spindulio atvaizdavimas (1, 2 pav.) 


M — хм 
і neneigiamų realiuju skaičių aibę R, yra apverčiamas: kiekvieną neneigia- 
mą realųjį skaičių x atitinka vienas visiškai apibrėžtas taškas M= M (x), 
kurio koordinatė ху=х. 
Šios prielaidos, kuri geometrijos kurse laikoma aksioma, įrodyti ne- 
galima, nepakeitus jos kokia nors ekvivalenčia prielaida. 
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ӘБ —— нан аы. 


kr aaa 


ODER Б А 
` 


Ж. 
= 


\ 


N 


Ta*iau yra naudinga suvokti jos akivaizdųjį pagrindą. Sakykime, kad mokame 
žymėti taškus M (x), kurie atitinka neneigiamus skaičius, reiškiamus baigtinémis de- 
šimtainžmis trupmenomis. Su neneigiamu realiuoju skaičiumi 

х=», а, аз аз... 
susiekime atkarpas 
Аһ=[М (xn); М (x;)], 
kurių galų koordinatės yra x, ir хи. Atkarpos A, ilgis lygus 107". Lemgva suvokti kad 
atkarpos A, yra viena kitos viduje: 
А, >А,>Д>...>Д,>А, р... 
Anksčiau pasakytos prielaidos esmė ta, kad egzistuoja vienas іг tik viemas taškas М, 
priklausąs visoms atkarpoms A,. Jis іг yra taškas M (x) (3 pav.). 


M(x) 


0=м(0) ^ Ё-М(1) M(2) 
Ke. | M(yf MLB) 


3 pav. 


2. Taškas O dalija tiesę į du spindulius: teigiamąjį spindulį OE ir пећ 
glamąjį spindulį. Jeigu taškas M priklauso neigiamajam spinduliui, tai jo 
koordinatė yra skaičius 

хм= —| OM |. 


Atvaizdavimas 
М-- Хм, ` 


dabar apibrėžtas visoje tiesėje OE, atvaizduoja šią tiesę į visų realiųjų skai- 
čių aibę R ir taip pat yra apverčiamas: kiekvieną realųjį skaičių x atitinka 
vienas tiesės OE taškas M (x), kurio koordinatė yra xy =x . 
3. Sakykime, kad A ir B — du koordinačių tiesės taškai. Atstumą 
| АВ | galima išreikšti taškų A ir B koordinatémis šitaip: 


| АВ|=| хв-ХА!. ” 
, TAN А А В 
| Šią formulę galima įrodyti, išnagrinėjus ——— V 
visus galimus taškų A ir B tarpusavio išsi- A 0 Ха 
dėstymo atvejus pradžios taško O atžvilgiu. 4 pav. 
8 A 9 0 A В 
<—<— — ll e—— 
Xg ХА “ХА Xg 
5 pav. 6 pav. 


Pavyzdžiui, kai х, «0 «xg, taškas A priklauso пеівіатзајаш koordina- 
čių tiesės spinduliui, o taškas B — teigiamajam. Taškas O yra atkarpoje 
AB. Todėl (4 pav.) 


!AB:— O0A|+|0B'= —x4+Xxg=|Xg— xa] 
(xg ir —x, yra teigiami). Kitus atvejus išnagrinėkite patys (b, 6 pav.). 
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ЎА 
126. Koordinačių tiesėje pažymėkite taškus, kurių koordinatės: 21 — 5; 
— 1,6; 0,7. Raskite atstumus tarp šių taškų. 
127. Nubrėžkite (/ 3; V 5; V 6 ilgio atkarpas (remkités Pitagoro teorema). 
128. Pažymėkite koordinačių tiesėje taškus, kurių koordinatės: 
Уз, -Và V5 -V5; V6; – ү. 


129. Kurie iš skaičių: 
y; 6,4; ҮЗ: ү0,81; -8: -V 5; 0, 27 1 yra: 


Pratimai 


a) sveikieji, b) trupmeniniai, c) racionalieji, d) iracionalieji ? 
130. Nurodykite pavyzdį kvadratinės lygties, kurios šaknys — iraciona« 
lieji skaičiai. 
131. Ar parašytas skaičius yra racionalus, ar iracionalus; 
a) sin х, kai «2:09, 30°, 450, 60°; 
b) cos a, kai «=0°, 309, 450, 609; 
с) tg <, Каі x=09, 309, 450, 60°; 
d) ctg х, kai «--300, 45°, 60°, 909? 
132. Kokia aibė уга:  . 
a) sveikųjų skaičių aibės papildinys iki racionaliųjų skaičių aibės; 
b) iracionaliųjų skaičių aibės papildinys iki realiųjų skaičių aibės? 
133. Raskite racionaliųjų skaičių aibės ir iracionaliųjų skaičių aibės jun- 
ginį bei pjūvį. 


17. Skaičių tiesė ir skaičių plokštuma 


1. Nustačius abipus vienareikšmę atitinkamybę tarp realiųjų skaičių 
x ir juos vaizduojančių koordinačių tiesės taškų M (x), galima, kalbant 
apie skaičius, vartoti geometrijos terminus. 

Laikysime, kad koordinačių tiesė yra horizontali ir kad jos teigiamoji 
kryptis yra iš kairės į dešinę. Tuomet nelygybė x< y reiškia, kad taškas 
M (x) yra į kairę nuo taško M (y). Patogu sakyti, kad pats skaičius x yra 
‚1 kairę“ nuo skaičiaus y. Jeigu x «z «y yra y «z «x, tai abiem atvejais 
sakoma, kad skaičius 2 yra „tarp“ skaičių x ir y. Skaičių 


P -Х n 
reiškiantį atstumą tarp taškų M (x) ir M (y), patogu vadinti tiesiog ,,atstu- 
mu tarp skaičių x ir y“. 
Pačią visų realiųjų skaičių aibę R vadinsime „skaičių tiese*“, o jos ele- 
mentus, t.y. skaičius — „skaičių tiesės taškais“. Jau žinote „atkarpomis“ 
vadinamas skaičių aibes. Jas išvardijame: 


*Isidémékite, kad „koordinačių tiesių“ yra daug, o „skaičių tiesė“ viena — realiųjų 
skaičių aibė. 
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Uždaras intervalas, kurio pradžia a ir galas b: | 

[5 b]]- (xeR|a&x&b). N 
Atviras intervalas, kurio pradžia a ir galas b: 

la; b[=(xeR| е 
Pusiau atviras intervalas: 

№; b)j2(xeR|a«x&by 

(4: b[=íxeR|a<x<b). 


Skaičius b —a vadinamas intervalo ilgiu. 
Begaliniai intervalai (spinduliai, pustiesės): 


J; +0[=(xeR|x>a); [— о; 4=(xeR|x<a); 
la; *o[-(xeR|x2a)]; ]- 0; a]=(xeR|x<a). 

Skaičių tiesė: 

]- ©; +0[= 
1 pavyzdys. Išspręskite nelygybę 
ix-7| «2. 

Reiškinį |x—7| laikykime atstumu tarp taškų x ir 7. Tuomet 
reikalavimas išspręsti nelygybę bus ekvivalentus tokiam: raskite aibę taš- 
kų, kurių atstumas iki taško 7 ne didesnis už 2. 

Nuo taško 7 рег du vienetus yra nutolę taškai 5ir 9 (7—2=5,74+2=9); 


mažiau kaip per du vienetus — esantys tarp jų taškai (7 pav.). Vadinasi, 
ieškomoji nelygybės sprendinių aibė yra uždaras intervalas [5; 9]. 


5 7 9 - -5  -4 
7 pav. 8 pav. 


2 pavyzdys. Išspręskite nelygybę | х--5 | «1. Si nelygybė yra ekvi- 
valenti nelygybei | x —(—5) | < 1. Išspręsti nelygybę | x —(—5) | «1 — reiš- 
kia rasti aibę taškų, kurių atstumas iki taško —5 yra mažesnis 121. 
Lengva suvokti, kad šios nelygybės sprendinių aibė yra intervalas 


]1-5-1; —5+1[, ty. | —6; —4| (8 pav.). 


2. Dar žemesnėse klasėse plokštumos taškus žymėjome jų koordina- 
tėmis. Nebeaprašinėsime, kaip sutvarkytai skaičių porai (x; y) priskiria- 
mas plokštumos taškas M (x; y). Tačiau dabar akivaizdu, kad atitinka- 
mybė 

(x; y) > M (x; у) 


tarp sutvarkytų skaičių porų ir atitinkamų plokštumos taškų yra abipus 
vienareikšmė. 

Todėl natūralu realiųjų skaičių sutvarkytų porų aibę vadinti skaičių 
plokštuma, o bet kurią realiųjų skaičių sutvarkytą porą — skaičių plokš- 
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tumos tašku. Skaičių plokštuma žymima simboliu R? (skaitoma: „er du“). 
Paprasta geometrinė plokštuma su pasirinkta joje koordinačių sistema yra 
vadinama koordinačių plokštuma. Gerai žinote, kad vienoje ir toje pačioje 
plokštumoje pasirinkti koordinačių sistemą galima daugeliu būdų, taigi 
daugeliu būdų galima pavaizduoti ir skaičių plokštumos taškus. Pati skai- 
čių plokštuma nuo to nesikeičia — ji tiesiog lieka realiųjų skaičių porų 
aibe. 

Kalbant apie skaičių plokštumos taškus, galima vartoti geometrijos 
terminus. Pavyzdžiui, aibė taškų (x; y)eR?, kurių koordinatės tenkina lygtį 


ax+by+c=0, 


kai nors vienas iš skaičių а arba b nelygus nuliui, vadinama Небе. 
Aibę taškų (x; y)e R?, kurių koordinatės tenkina nelygybę 


x уд (r>0), 
koordinačių plokštumoje galima pavaizduoti spindulio r skrituliu. Jo 
centras — koordinačių pradžioje, todėl skaičių plokštumoje ši aibė taip 
pat vadinama spindulio r skrituliu, kurio centras yra taške (0; 0). 
Uždavinys. Aprašykite geometrine kalba aibę 


{(х; уе | (х-1(7+10=0}. (1) 
Kadangi 


((«—1)(у+1)=0) + (х—1=0 arba у+1=0) = (x=1 arba у= — 1), 


tai ši aibė yra tiesių х= 1 ir у= — 1 taškų aibių junginys. 
Pastaba. Kadangi šiame vadovėlyje nagrinėjamos tiktai realiųjų 
skaičių poros, tai (1) aibę galima užrašyti ir taip: 


£65 »)1(x—1) Gi 1720], 
nenurodant, kad (x; y)eR?. 


Pratimai 


134. Uzbaikite įrodyti lygybę | AB |= | хв-ха|. 
Raskite atstumą tarp koordinačių tiesės taškų: 
135. М (1,5) ir M(—2). 
136. M (— 10,3) ir M (6,2). 
137. M (—3,6) ir M (0). 
138. M (—5,7) ir M (—7,l). 
Raskite sprendiniu aibes: 


139. a) |хї--5, b) |х|<5. 
140. a) Ix—10|=4; b) |x—10|<4. 
141. a) |x|>5; . b) 1х-10|»4. 


Teigini su kintamuoju uZra&ykite lygtimi arba nelygybe ir nurodyki- 
te aibę kintamojo reikšmių, su kuriomis šis teiginys yra teisingas. 
142. Atstumas tarp koordinačių tiesės taškų M (x) ir M (5) yra lygus 2. 
143. Atstumas tarp koordinačių tiesės taškų M (a) ir M (—1) yra mažes- 
nis už 3,5. 
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144. Atstumas tarp taškų M (—4,5) ir M (y) yra ne didesnis už 0,2. 
145. Atstumas tarp taškų М (—12) ir M (-5) уга ne mažesnis uZ—— a. 
Apibüdinkite geometrine kalba šias aibes ir pavaizduokite jas koordi- 
načių plokštumoje: 
M6. а) {6% УЕ) (+ 8) 003 | : 
ыу 1 у) | = 
147. {(х; y)|x<0, są НА 


18". Kai kurios realiuju skaiciu aibés savybés 


Jeigu matematika nagrinėtų tiktai racionaliuosius skaičius, jos turinys: 
daugeliu požiūrių būtų siauresnis (neegzistuotų ,,tiksli^ kvadratinė šaknis. 
iš dviejų, ne kiekvienas koordinačių tiesės taškas turėtų koordinatę ir 
t.t.). Tačiau, kaip jau minėjome, vien praktiniu požiūriu pasikeitimas. 
būtų nedidelis. Praktikai nereikia visų racionaliųjų skaičių: užtenka tokių, 
kuriuos galima išreikšti baigtinėmis dešimtainėmis trupmenomis. 

Tuo iš esmės pasireiškia racionaliųjų skaičių poaibio tankumo visų: 
realiųjų skaičių aibėje savybė. Geometriškai ši savybė reiškia, kad kiekvie- 
name koordinačių tiesės intervale yra nors vienas racionalusis taškas (va-- 
dinasi, ir be galo daug racionaliųjų taškų). 

Nekreipiant dėmesio į realias galimybes, atrodytų taip: jeigu kiekvie- 
name racionaliajame taške uZdegtume po žibintą, tai tiesėje neliktų jokių. 
tamsių tarpelių, žibėtų visa tiesė. Vis dėlto joje slypi labai daug iracio- 
naliųjų taškų. Tam tikra prasme jų yra net ,,daugiau“, negu racionaliųjų. 

Paaiškinkime pastarojo teiginio prasmę. Visus racionaliuosius skai- 
čius galima išdėstyti seka: (r4; ro; ...; r,; ...), rasant nesuprastinamas. 


trupmenas Р sumos | р |+4 didėjimo S о kai ši suma yra ta pati— 
skaitiklio didėjimo tvarka: 
0 -1 1 -2 -1 


[Тоу дд" 9? 
-2 -] 1 
9 * 4 4 * 


1 2 1 

9 * 1^ т * 8З» Дур, 17 2.9 
2 3 4 -5 >l 

B^ 25 qetqo e 


Gautoji abipus vienareikšmė atitinkamybė tarp visų racionaliuju skaičių: 
aibės ir visų natūrinių skaičių aibės N rodo, jog tam tikra prasme racio- 
naliųjų skaičių yra „tiek pat“, kiek ir natūrinių skaičių. Vokiečių matema- 
tikas G. Kantoras 1874 m. jrodé, kad neįmanoma taip ,,sunumeruoti“ 
visų realiųjų skaičių aibės: kokia bebūtų realiųjų skaičių seka (ху; хо; ...;. 
X4; ...), galima rasti realųjį skaičių x, nesantį šios sekos nariu. 

Apie tai išsamiau galima pasiskaityti populiariose bei mokslinėse 
knygose, skirtose begalinių aibių teorijai. Kaip savarankiškas mokslas, 
aibių teorija ėmė formuotis ir sukėlė visuotinį matematikų susidomėjimą. 
XIX а. pabaigoje, radus joje įdomių bei netikėtų rezultatų, panašių į 
anksčiau minėtuosius. 
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$ 6. 
` BEGALINÉS 
SKAICIU SEKOS. 
SEKOS RIBA 


19. Begalinés skaičių sekos 


Su begalinémis skaičių sekomis jau susipažinome VIII klasėje. Tai, 
pavyzdžiui, begalinė geometrinė progresija kurios pirmasis narys 1 ir 
vardiklis 2: 

1; 2; 4; 8 16; .... 


.Ankstesniame paragrafe išnagrinėjome dar kelis skaičių sekų pavyzdžius. 
u kiekvienu realiuoju skaičiumi 


0-4, 04109... An. 


yra susijusios šios sekos: 

1) skaičiaus < dešimtainių ženklų seka: ау; as; as; ...; 451 ...; 

2) skaičiaus « dešimtainių artinių su trūkumu seka: «,=a, ау; ба, 
403; ...; w =a, аа ... 4,1. 

3) skaičiaus « dešimtainiu artiniu su pertekliumi seka: 


=a, 1+4; %®%=а, dod i ...; @„=а, аа... Ant So uai. is 


1: 


„Apibrėžti begalinę skaičių seką — reiškia nurodyti atitinkamybę, pagal 
kurią kiekvienam natūriniam skaičiui n (numeriui) priskiriamas vienas ir 
tik vienas skaičius (sekos narys, kurio numeris п). Šią atipmkamybg pa- 
prastai užrašome, vartodami tokią rodyklę: 


n us. 


Pavyzdžiui, jeigu u, yra skaičiaus V 2 dešimtainis artinys su trūkumu 


tikslumu, tai 
1 и = 1,4; 2521,41; 3—us=1,414; .... 


Tokia atitinkamybé yra funkcija, kurios apibrėžimo sritis — visų 
natūrinių skaičių aibė N= (1; 2; 3; ...) ir kurios reikšmės priklauso visų 
realiųjų skaičių aibei R 

Apibrėžimas. Begaline skaičių seka vadinama.skaitinė funkcija, 
„apibrėžta natūrinių skaičių aibėje N. 

Šį apibrėžimą galima suformuluoti dar ir taip: begaline skaičių seka 
vadinamas aibės N atvaizdavimas aibėje R. 

Kadangi šiame skyriuje nagrinėsime tiktai begalines skaičių sekas, 
stai jas paprastai vadinsime sekomis, praleisdami žodžius „begalinė“ ir 
„Skaičių“. 

Kaip bet kurią funkciją, taip ir seką galima žymėti kokia nors raide, 
pavyzdžiui, raide f. Tuomet f (1) yra pirmasis sekos narys, f (2) — antra- 


1 
10” 
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sis, ..., f (n) — n-tasis sekos narys. Tačiau paprastai sekos narius Zymime 
raidėmis su indeksais: 


f(l)=f /(2@=%Ь ...; Л®=Л; .... 
Seka, kurios n-tasis narys yra f,, dažnai žymima taip: 
(f; fu Js) 


arba trumpiau: (fa). Taip žymėdami seką, suprantame, kad kintamasis 
n „perbėga“ visą aibę N; pavyzdžiui, skyrelio pradžioje a geo- 
metrinė progresija, kurios n-tasis narys f,—2"-!, užrašoma (1; 2: 4; ...; 
2"-1;...) arba (2"-1). 
Ргїтепате pagrindinius sekos reiškimo būdus. 
1. Seka gali būti išreikšta analiziškai formule, nurodančia, kaip, ži- 
nant numeri п, apskaičiuoti to numerio sekos narį x,. 
1 pavyzdys. x,= n ne N. 
Pagal šią formulę galima apskaičiuoti bet kurį sekos nari, pavyzdžiuit 
ИН, 1. ОО ДУ 
M“ IT а! 


Vietoj posakio ,,seka (x,), išreikšta formule х= Xr *, pasako- 


ma trumpiau: „seka x,= Xp ne N“ arba tiesiog ,,x, => L, 

2 pavyzdys. x,=5; ne N. . 

Šios sekos visi nariai sutampa: (5; 5; ...). 

Seka, kurios visi nariai sutampa, vadinama pastoviąja seka arba konse 
tanta. 

2. Dažnai seka išreiškiama rekurentiškai. 

3 pavyzdys. Jei žinoma, kad a) x,=1 ir b) visiems n21 turime 
Xy, 417 (14-1) x,, tai lengvai randame: 


х=2; х=6; x,=24; х= 120; .... 


Aišku, kad sąlygos a) ir b) apibrėžia x, reikšmes visiems natürinlams 
n, t. y. išreiškia begalinę seką. Šiuo atveju tai yra gerai žinoma seka 
х„=п!. 

3 pavyzdyje susidüréme su paprasčiausia rekurentinio sekos apibrėžimo schemat 
1) nurodomas pirmasis sekos narys хү, 2) pateikiama formulė, i$ kurios, žinant nu- 
тег! п>1 ir sekos narį numerio n, galima apskaičiuoti narį, kurio numeris л+1. 
Intuityviai visiškai aišku, kad iš 1) ir 2) sąlygos galima apskaičiuoti bet kurį sekos 
narį. Šį teiginį galima griežtai įrodyti, remiantis matematinės indukcijos principu. 


Pratimai 


21+1 


148. a) Seka (x,) apibūdinta formule х„= ЕЗ ° 


Raskite Xios Хэв, Xn + Xn+1— Xn. 
b) Seka (b,) apibūdinta formule 5,- y ° 


5! 


Raskite bs, bs Бу, 5. 


149. Raskite pirmuosius penkis sekos narius: 


i c) а,=2+3; 
Бена; Ф) 6,0", 


Kurie sekos (y,) nariai tenkina salyga: 
150. y, > 200, kai y, —2n —5? 
151. y, «30, kai y, —3n—100? 
152. Parašykite pirmuosius penkis sekos (x,) narius ir apibüdinkite šią 
seka n-tojo nario formule, kai: 
а) x= —10, x,44,7x,*5, n2 1; 
b) x,—4, x,+i= —x,, nz l. 


20. Sekos ir sekos ribos geometrinis vaizdavimas 


Geometriškai sekos vaizduojamos dviem būdais. 

Pirmasis būdas. Kadangi seka (у„) yra funkcija, tai geometriškai 
šią funkciją galima pavaizduoti jos grafiku, t. y koordinačių plokštumos 
taškų М (n; у,) aibe, Kartais patogu koordinačių ašyse pasirinkti skirtin- 
gus mastelius. 

Antrasis būdas. Sekos narius vaizduojame кашан tiesés 
taškais, atitinkamai juos pažymėdami. 


1 pavyzdys. = 1; neN. 
9 paveiksle a), 9) palyginami abu šios sekos vaizdavimo büdai. 


— Ü— — p 
0 VU L 5 % нро 45 9 
| %) 


pav. 10 pav. 


Pabrėžiame, kad sekos grafiką sudaro atskiri taškai, pavaizduoti 9 
„paveiksle a), o plonos statmenos linijos nubrėžtos vaizdumo dėlei ir gra- 
fikui nepriklauso. 

Vaizduojant abiem būdais, matyti, kad, didėjant numeriui n, sekos nee 
viai vis labiau artėja prie nulio. Dar daugiau — šios sekos n-tasis narys 
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1 ? š TN T z а . 
Ac „kiek norima mažai“ tesiskiria nuo nulio, kai jo numeris п yra 


„pakankamai didelis“ skaičius. Susitarkime šį faktą užrašyti taip: 


lim 1-0. 
» п—>со п 
Sakome, kad ,,sekos (y,) riba yra lygi nuliui“. 
уй 
2 pavyzdys. y, = Í ; ne N. 


1 S : š Е 
= = taiir šiuo atveju, kai „п yra pakankamai 


Kadangi | у, | = | — 
didelis“, sekos (y,) nariai irgi ,,kiek norima mažai“ tesiskiria nuo nulio. 
Tačiau, skirtingai, negu pirmajame pavyzdyje, sekos nariai artėja prie 
nulio, paeiliui keisdami ženklus (10 pav. a), b)). Ir šiuo atveju 

lim AME ый 
n 


n—>00 


3 pavyzdys. =” neN. 


11 pav. 


11 paveiksle а), b) matyti, kad šios sekos nariai, didėjant numeriui п, 
„artėja“ prie 87 Tai paaiškėja, užrašius sekos n-tąjį narį taip: 


sbot 
Ун” 277736 
didėjant numeriui n, antrasis dėmuo ,,artéja prie nulio“, todėl skirtumas 
-— artéja prie skaiciaus 1. Tai užrašoma tokiu būdu: 
$ 3 3" А 
lim п! | 1 
: Зи 3° 


п->со 
sys 1 xi Т ЙЕ š 
4 pavyzdys. Skaičiaus «= > dešimtainiai artiniai su trūkumu: 
®=0,3; «4420,33; «420,333; ...; w =0,333...3; ..., 
—— — 
п dešimtainių ženklų 
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: - k T T | SU. 1 
didėjant numeriui п, vis mažiau besiskiria nuo paties skaičiaus 3* 


Natūralu laikyti, kad šios sekos riba yra lygi т. 


Apskritai, jei « bet kuris realus skaičius, tai: 
lim а, = lim x; = х. 


n>% n—o 


Pratimai 


Pavaizduokite geometriškai (dviem būdais) seką (a,): 


n* 5 2п+3 
153. а) а,=--— 6; b) а, = x 


- 154. a) a,- (— l)" n; bare 


n 


155. Pavaizduokite geometriškai seką (x,) kuriuo nors vienu būdu. Pa+ 
sakykite, ar yra toks skaičius, prie kurio „artėja“ šios sekos: 


а) ху-!2--1, с) х,=1+1; 
b) х„= 1°. d) хеке. 


п 
2п+3 


156. Seka (a,) apibüdinta formule а„= Raskite atstumą nuo 
taško 2 iki taško: а) ав; b) aso; с) а, оо; d) а, ооо: 
157. Pavaizduokite sekos z,— PEN narius koordinačių tiesės taškais. 


Kam yra lygi šios sekos riba? Nurodykite numerius sekos narių, nu- 
tolusių nuo taško 0: a) mažiau kaip per 0,1; b) mažiau kaip per 0,01. 


158. Pavaizduokite sekos у„= Ž— narius koordinačių tiesės taškais. 


Kaip manote, ar teisinga, kad lim S ca 
n—»o0 n 


Nurodykite numerius sekos (y,) narių, nutolusių nuo skaičiaus 3: 
a) mažiau kaip per 0,1; b) mažiau kaip per 0,04. 


n 


21. Sekos ribos apibrėžimas 


Išnagrinėkime 20 skyrelio trečiąjį pavyzdį. Kokią griežtą prasmę turi 
teiginys: ,,Kai п pakankamai didelis, reiškinio v= reikšmė kiek 


norima mažai tesiskiria nuo iU 


Iš pradžių paklauskime: koks turi būti z, kad skirtumo y, — 3 modulis 
būtų mažesnis už 0,0017 Kadangi 


^H 1-4, 
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tai reikia rasti, kokie natüriniai n tenkina nelygybę 


1 
35“ 0,001. 
Tačiau ši nelygybė yra ekvivalenti nelygybei 
3n > 1000, 
arba nelygybei 
n>333 i. 
Gavome, kad nelygybė 
| |», | 50,001 


yra teisinga, kai n tenkina nelygybę 
n>n = 333. 


Jeigu vietoj 0,001 būtume ėmę 0,000001, tai, atlikę tokius pat skaičiaa 
vimus, gautume, kad 
| »-+ |<0,000001, 


kai 
n > n, = 333 333. 


Pasirinkime bet kurį teigiamąjį skaičių = и paklauskime, kokiems п yra 
teisinga к 
l 
| »-3 |= 3 <= (I) 
Ši nelygybė yra ekvivalenti nelygybei | 


S 1 
п> 5. 
Kadangi mus domina tik sveikieji n, tai atsakysime į šį klausimą taipi 
„ (1) nelygybė yra teisinga visiems n» N, kai N — skaičiaus 5 sveikoji 
dalis. | 

Savarankiškai išnagrinėkite pirmąjį ir antrąjį ankstesniojo skyrelio 
pavyzdį ir įsitikinkite, kad tokiais atvejais kiekvienam teigiamajam skai- 
čiui = galima rasti tokį natūrinį М, jog visiems n< N bus teisinga nelygybė 

чаг" 


-0|«є. 


ApibréZiame sekos riba. 

Apibrėžimas. Skaičius a vadinamas sekos (x,) riba, kai kiek- 
vieną teigiamą skaičių є atitinka toks natūrinis skaičius N, kad su visais 
n> N būtų teisinga nelygybė 

|х„—а|<. 
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Sakoma: ,,Sekos (x,) riba yra skaičius a“ ir rašoma 


lim x, a. 


п->со 
` 


Apie seką, turinčią ribą, sakoma, kad ji konverguoja. 
Skaičius N (apibrėžiant sekos ribą) priklauso ir nuo nagrinėjamos se- 
kos, ir nuo pasirinkto skaičiaus e. 
Įrodykime, kad skaičiaus < dešimtainių artinių sekos («,) ir («;) kon- 
verguoja prie šio skaičiaus: 
lim а, = lim o; = <. 
n—>00 n—>00 
Jeigu ж — bet kuris realusis skaičius, («,) ir («„) — jo dešimtainių arti- 
nių su trūkumu ir su pertekliumi sekos, tai 
1 


1 š » 
а= | < — Ir о | < я. 


10” 
Kadangi kiekvieną teigiamąjį skaičių = atitinka toks natūrinis skaičius 
ОМ, kad үр «e, kai n» N, tai 
la,-4|<e ir 1д-01| < e. 


Todėl š 
lima,=% ir іта, =. 
Išsiaiškinkime sekos ribos sąvokos geometrinę prasmę. (2) nelygybė 
yra ekvivalenti dvigubai nelygybei 
—є<х„—@<, 
arba 
a-e<x,<a+s. (3) 


Tš dvigubos (3) nelygybés matyti, kad sekos (x,), konverguojančios prie 
skaičiaus a, visi nariai, kurių numeriai п> N, t. y. nariai 


25--8-2222:565-222:2:82-7-с Хм+1, XN» 
4-6 А o | 
| x UFE priklauso intervalui ] а-=; а+=[ (12 pav.), 
12 pav. vadinamam taško a aplinka, kurios spindú- 
lys e. 


Vadinasi, jeigu skaicius a yra sekos (x,) riba, tai j bet kokiq (kiek no- 
rima mažą) taško a aplinką patenka visi šios sekos nariai, išskyrus baigti- 
nį jų skaičių. 


Pratimai Oj A 
ite, kad: y A 


Įrodykite, 
159. a) lim АРТ; с) lim 97? 515 
ned n a RU 2n 
R би-2 . 6 1 E 
шей Qi n 
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160. Kokia уга &ios sekos riba (irodykite): 


би-1 Зл? + 1 
асас PEERU) 
a) q, = 2n E | b) b, m á 
161. Sakykime, kad x,—c, o c — bet koks skaičius. Įrodykite, kad 
lim x, — c. 
162*. Įrodykite, kad skaičius 1 nėra sekos. 
20841 
а= Эд 
riba. 


22. Ribos vienatis. 
Konverguojančios ir diverguojančios sekos 


Aišku, kad seka gali turėti tiktai vieną ribą. 
Teorema. Jeigu seka konverguoja, tai ji turi tiktai vieną ribą. 
Įrodymas. Sakykime, lim x„=a, lim x, = Ё. Iš ribos apibrėžimo iš- 


n->00 n— oo 


plaukia, jog bet kuriam =>0 atitinka tokie n, ir п», kad 
| |х„—а|<+, kai n»n, ir |х,-91 55» kai n>n, 
Pasirinkime numerį по, didesnį ir už п, ir uZ ng. Tuomet 


— ое ir |хү -b< 7. 


2 
Todėl, 


а = (ах) + (,—5)| «la—xy| 1x, —51« 55 =e. 


Taigi neneigiamas skaičius | 4-9 | yra mažesnis už bet kurį teigiamą skai- 
čių e. Tačiau šią sąlygą tenkina tik nulis, t.y. | a—b |=0, todėl a=b. 

Vadinasi, yra galimi du atvejai: 1) seka turi ribą, ir tuomet ta riba 
yra vienintelė; tokias sekas vadiname konverguojančiomis; 2) seka neturi 
ribos; tokias sekas vadiname diverguojančiomis. 

Pateiksime diverguojančių sekų pavyzdžių. 

1 pavyzdys. x,—n; ne N. 

Tarkime, kad seka (x,) konverguoja ir kad jos riba yra skaičius a. Ра- 
rinkime ==1. Remiantis ribos apibrėžimu, egzistuoja toks numeris п}, 
kad visiems n>n, yra teisinga nelygybė |x,—a|«1, t. y. |п-а|<1 
su visais п> пу. Tai užrašykime dviguba nelygybe: 


-1<n-a<l 
arba 
а-1<п<а+1 
visiems п> пу. Tačiau nelygybė n<a+1 visiems n>n yra klaidinga, nes 
natūrinių skaičių aibė nėra aprėžta. 
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2 pavyzdys. х,=(— 1)"; ne N. | 
Kaip ir pirmajame pavyzdyje, irodysime priestaravimo metodu. Tar- 
kime, kad seka x, konverguoja prie skaičiaus a. Imkime skaičiaus a ap- 


linką | a— D ; a+ s Ї Kadangi šio intervalo ilgis yra lygus 1, tai į jį negal? 
vienu metu patekti taškai —1 ir 1, nes atstumas tarp jų yra lygus 2. Va- 
dinasi, be galo daug sekos narių nepatenka į taško a aplinką le-3: 


at; [ , todėl skaičius a negali būti (x,) riba 


Pratimai 


163. Įrodykite, kad seka (x,) konverguoja, o seka (y,) diverguoja, kai: 


Цонх д »-c Dr 
b)x-24 C; 0) y,=2n— 1. 


23. lim q", kai |g|<1 
n— 


Parašykime keleta sekos c, = (s) nariu: 


NES ADS ТИР 1 
05-59 ATB GS 55: “io = 70765605, 


Matome, kad, didėjant sekos nario numeriui, jo reikšmės neaprėžtai ma- 
žėja. Iš to sprendžiame, kad 


. 1 үл 
ка] =. 
Parodysime, kad taip yra iš tikrųjų, nagrinėdami bendresni teiginį. 
Teorema. Jeigu |41<1, tai lim g7=0. 


Įrodymas. Каі 4=0, tai 4"=0 visiems n, todėl šiuo atveju teorema 
savaime aiški. : 
Ка! 450, i$ pradžių jrodykime vieną pagalbinę nelygybę. Kadangi 


pagal teoremos sąlygą |g|< 1, tai тат?! ir WI galima užrašyti taip: 


1 . x: 
| qu] bob čia «>0.- 
Pakėlę abi lygybės puses n-tuoju laipsniu, gausime: 

1 
Igi" 


=(] +e)". 


Kadangi *>0, tai pagal Bernulio nelygybę 


1 


РТ; =(1 +a)" > | + па > па. 
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Todėl 
я 1 
на! < (1) 


Tai ir yra mums reikalinga pagalbiné nelygybé. 
Grįžkime prie teoremos įrodymo. Mes turime įrodyti, kad kiekvieną 
€ » 0 atitinka natūrinis М, kad i$ п> N išplaukia 


147--01-14Г»в. 


Sakykime, Nz i . Jei n» М, tai teisingos tokios nelygybės: 
1 1 1 
n>—; п«=>—; —<e. 
«e € na 
Todėl iš (1) nelygybės gauname: 
14"-01-14! <+ <e. 
na 


Tai ir reikėjo įrodyti. 


Pratimai 

164. Nurodykite nors vieną natūrinį skaičių по, kad su visais n» по būtų 
teisingos nelygybės: 
a) (0,3) < 0,01; c) (0,99)" « 0,001; 
b) (0,7) « 0,01; d) (0,45) < 0,01. 


24. Begalinés geometrinės progresijos, kurios | g| <1, suma 


Tarkime, kad seka (x,) yra geometriné progresija, kurios vardiklis q, 
be to, |g | «1 ir x,*0. Tuomet pirmųjų n šios progresijos narių suma S, 
galima apskaičiuoti pagal formulę 


1-4 


$,—2x, 1—4 б 


Kadangi g", Каі п pakankamai didelis, yra kiek norima mažas skaičius, 
tai natūralu manyti, kad S,, didėjant numeriui n, artėja prie ribos 


x 
1-4" 


а= 


Įrodykite šį teiginį. Apskaičiuokime skirtumo moduli | S,—a |: 


1—4" х |-| x, 4" |-| хү 
1-4 1-4 1-4 1-4 


“18,-а1-| хүс | 141 -1а|4ай. 


Pasirinkime bet kurį teigiamą skaičių = ir pažiūrėkime, kokiems п bus 
teisinga nelygybė . 
[S,-al- 1а: |4" «e. (1) 
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Si nelygybé ekvivalenti nelygybei 
| lai «c. (2) 
Kadangi lim g" = 0,tai galima rasti tokį natūrinį ny, kad visiems n > по laips- 
nis | q |" bus maaZesnis už bet kurį iš anksto pasirinktą teigiamą skaičių, 
taip pat ir už skaičių "D Visiems tokiems п (1) nelygybé bus teisinga. 
Vadinasi, kai geometrinės progresijos vardiklis q tenkina sąlygą |q| «1, 


egzistuoja pirmųjų n šios progresijos narių sumos riba, 
lim 5,--42-. 3 
n—>o0 N 1—4 › 


Ši riba vadinama begalinės geometrinės progresijos suma ir dažnai 
žymima raide S. де 


Pavyzdys. Randame geometrinés progresijos (2; — i E ч 
- i .) sumą. Šios progresijos x, =2; q= — 4 „ty. 141= 5 < 1, 
todél jos suma randame ќаір: 
2 6 3 3 
5 = lin $,2 —— = < = +; 5=-. 
1-0 1- (- 3] 4 2 2 


Pratimai 


165. Apskaičiuokite begalinės geometrinės progresijos sumą: 


2, 1, 3, : l, 
a) (s: DE 87 ...): b) (1: 5 2» 1^ 2 
166. Apskaičiuokite begalinės geometrinės progresijos (x,) sumą, jei Zi- 


noma, kad: 


2. 5 1 


5 
а) xx= 55 q= s; b) х,=-э; 9=-95. 


167. Raskite begalinę geometrinę progresija (y,), jei žinoma, kad: 
a) л+м»=12; S= 12,5; b) yı +y2=0,8; 8-6 


2*-. Skaičių eilutės savoka. 
Jūs žinote, kad 


a 
а, aya ... asa S 10 + Таж ӨӨР gie 
Begaline dešimtainę trupmena бо, аазаз ..., kuria yra išreiškiamas 
Skaicius x, taip pat norétusi laikyti suma 
а 


102 


аз 
Е 103 


I M (1) 


` 60 


turinčia be galo daug dėmenų. Tačiau nežinome, ką reiškia žodžiai ,,be 
galo daug dėmenų suma “, — juos dar reikia apibrėžti. Tokio apibrėžimo 
gairės gali būti štai kokios: pažymėkime (х„) skaičiaus x dešimtainių arti- 
nių su trūkumu seką. Tuomet 


х, 4+ Ty qui ае а (2) 
20 skyrelyje išsiaiškinome, kad 
lim x, = x. (3) 


Todėl natūralu be galo daug dėmenų suma (1) apibrėžti (2) ir (3) for- 
mule. 

Apibrėžkime keletą sąvokų, susijusių su be galo daug dėmenų suma. 

Apibrėžimas. Kai duota skaičių seka (x,), reiškinį 


Xi Җа +... Xat so 


vadiname skaičių eilute, o x, — šios eilutės n-tuoju nariu. 
Apibrėžimas. л pirmųjų eilutės narių sumą vadiname šios eilutės 
n-tąja daline suma ir žymime S,: 


S, = X, + X; + Xs + ... +х» 


Apibrėžimas. Jeigu egzistuoja eilutės dalinių sumų sekos (S,) riba, 
tai sakome, kad ši eilutė konverguoja, o tą ribą vadiname eilutės 
suma. 


Vadinasi, (3) lygybė reiškia, kad realusis skaičius «=a, a,a,...a,... 
yra suma eilutės 
An 


а+ iot т: tote 


kurios dalinės sumos yra šio skaičiaus dešimtainiai artiniai su trūkumu 
2 an 
An =a, ааа, ... q,=a+ == лийг 
I$ anksiesniojo skyrelio rezultatų išplaukia: jei geometrinės progresi- 
jos (х,) vardiklis g tenkina nelygybę |9 |< 1, tai eilutė 
AFX t ase Хн. 


sudaryta iš šios progresijos narių, konverguoja ir vis suma yra lygi T 


Xit Xat ...TX,+...= 


1—4 
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Išnagrinėkime keletą pavyzdžių. 
l pavyzdys. Reikia rasti eilutės 


sumą. 
-1 T " 
Seka (a,), kai а.=(-5)' ‚ yra geometrinė progresija, kurios 
4-1, а= -i. Kadangi lal-|- 5 E l, tai eiluté konverguoja, o jos 
„2. Todėl 
-4 
1 1 1үг-! 1 2 
1+(—%)+т+...+(—+%) +...=—= 


2 pavyzdys. Skaičių 0,(8) išreikšime paprastąja trupmena. Skaičių 
'0,(8) galime išreikšti eilute 


8 8 


8 8 
10 + 100 T 1000 ^: T 108 


po es 


kurios nariai sudaro geometrinę progresiją (b,), kai, bm ,4- T 


Ši eilutė konverguoja (14| «1), ir jos suma lygi т^ Todėl 


8 8 0,8 8 
0,8) = 79 + 100 + .. Arts =: 


3 pavyzdys. Trupmena 0,2 (35) išreikškime paprastąja: 
= 35 
0,2 (35) e -5 + [t 898108 „Ji 
Lygybės dešiniojoje pusėje reiškinys skliaustuose yra skaičių eilutė, 
1 


9 PEA ә T 5 
kurios nariai sudaro geometrinę progresija (с,), Сүх 107 47 100" 


"Todėl ši eilutė konverguoja: 


35 2 , 0,085. 35 — 933 
0,2 (35) =. + Hotte) ^ 1 oer 7 1 10 +90 = 1990 ° 


Panašiai, Каір 2 ir 3 pavyzdyje, bet kokią periodinę dešimtainę trup- 
imena galima pakeisti paprastąja trupmena. 


„Pratimai 
468. Apskaičiuokite eilutės sumą: 
1 1 1 1 
а) Тока... tgrt .... 
4 8 16 2 "+1 
b) g-t t+- +... 
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169. Periodinę dešimtainę trupmena pakeiskite paprastąja: 

a) 0, (5); e) 0,5 (8); 
b) 3, (27); d) 28, 10 (01). 

170. Į lygiakraštį trikampį, kurio kraštinės ilgis yra lygus 1 m, įbrėžtas: 
kitas trikampis taip, kad jo viršūnės yra pirmojo trikampio krašti-- 
nių vidurio taškai. Į antrąjį trikampį tokiu pat būdu įbrėžtas trečias 
trikampis, į jį — ketvirtas ir t.t. be galo. Apskaičiuokite: 

a) šių trikampių perimetrų sumą; 
- b) šių trikampių plotų sumą. 

171. Į skritulį, kurio spindulys R, įbrėžtas kvadratas; į kvadratą įbrėž-- 
tas skritulys; į šį skritulį įbrėžtas antras kvadratas ir t.t. be galo.. 
Apskaičiuokite visų kvadratų plotų sumą. 

172. Apskaičiuokite eilutės 

eoi od 1 y-i 
1-448-344(-1) +... 


x 


sumą, kai [x |» 1. 


8 7. 
RIBU EGZISTAVIMAS 
x IR JU SKAICIAVIMAS 


` 26. Bütinoji konvergavimo salyga 5 a 

Jeigu seka (х„) konverguoja prie skaičiaus a, t. y. jeigu 

lim х„=а, 
tai kiekvienam < >0 visi jos nariai, išskyrus baigtinį jų skaičių, patenka į: 
taško a aplinką, kurios spindulys lygus e. Kai, pavyzdžiui, s=1, šalia. 
aplinkos Ja —1; a+1[ yra tik baigtinis skaičius по šios sekos narių 
(13 pav.) | 
Xi; Жа; Way езу Хий 

Todėl egzistuoja du tokie skaičiai m ir M, kai intervalui [m; M] priklauso- 
visi šios sekos nariai: x, e[m; M], ne М. 

m Хр М 


$ 0 
—— I | 
х, 2-1 а 8-1 Х, Ху 
13 рау. 


Vadinasi, bet kokia konverguojanti seka turi tokią savybę: egzistuoja: 
atkarpa [m; M], kurioje yra visi šios sekos nariai. Sekas, turinčias šią savy- 
bę, vadiname aprėžtomis. 

„Apibrėžimas. Seka (x,) vadinama aprėžta, kai egzistuoja tokie du: 
skaičiai m ir M, kad visiems n yra teisinga nelygybė 


m < x, < М. 
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Vadinasi, iš sekos konvergavimo išplaukia jos apréZtumas. Tai reiškia, 
"kad sekos aprėžtumas yra būtina konvergavimo sąlyga. 

Dabar lengva suvokti, kodėl 24 skyrelyje išnagrinėtoji seka x,=n di- 
wverguoja: ši seka nėra aprėžta. 

1 pavyzdys. Seka x, e(t; £; i: js; 1; s к yra aprėžta. 

Iš tikrųjų visi šios sekos nariai tenkina nelygybę 0<х„<1. 

2 pavyzdys. Seka (x,)= EA yra aprėžta. 

"Visų pirma, x, >0. Antra, 


3n n 
хит ын aj 
Vadinasi, 0» x, «3 visiems n. 


3 pavyzdys. Seka у=”! nėra aprėžta. 

Iš tikrųjų kokį didelį skaičių M beparinktume, egzistuoja natūrinis 
AN 23M. Kai п> М, turime y,» M. 

Kyla klausimas, ar sekos aprėžtumas yra pakankama konvergavimo 
sąlyga. Atsakymas į šį klausimą neigiamas. Iš tikrųjų seka 

(u)=(—1; 1; —1; 1;...) 

уга aprėžta, nes —1<u„<!. Tačiau ši seka, kaip matėme 23 skyrelyje, : 
. diverguoja. 

32 skyrelyje „pamatysime, kad pakankama begalinė sekos konverga- 
vimo sąlyga yra jos aprėžtumas ir monotoniškumas. 


- 


Pratimai 


173. Ar egzistuoja intervalas [a, b] (a ir b — tam tikri skaičiai), kuriam 
priklauso visi sekos nariai: 


а) a = ZEL; — p) 8,-(-2)7 
174. Įrodykite, kad seka (u,) yra aprėžta, kai: 
a) u-(-5); b) uum 217, 


175. Ar aprėžta yra seka (y,) kai: 
а) y,22n—l; с) y, = nš; 
b) =з:  d»»-(-1nm 
27. Ribu teoremos 
Suformuluosime tris teoremas, kurios palengvins skaičiuoti ribas. 


Vieną jų įrodysime. : 
l teorema. Jeigu sekos (x,) ir (y,) konverguoja, tai _ 


lim (x, + y,) = lim x, + lim y,. 
n—oo n— c n— o 
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Įrodydami šią teorema, remšimės ribos apibrėžimu ir žinoma nelygybe 
[ав <|а! +16]. 
Sakykime, lim x„=a ir lim у„=Ь. Tuomet bet kokį skaičių £ >0 atitinka 


">> 


toks numeris п, kad su visais n >n, bus teisinga nelygybė 

|ху-415 у, (1) 
ir tokį numerį по, kad visiems n> n, bus teisinga nelygybė 

\у„—5\< 5. (2) 


Didesnįjį iš skaičių п, ir n, pazymékime N. Tuomet su bet kuriuo n» N 
bus teisinga ir (1), ir (2) nelygybė, todėl su šiais n 


|(x, 4) — (4--5)1-41(х, —а)+(у„— b)i« 
«1x,—al|ly,- bie 5 457 


Kadangi e» 0 buvo imtas bet koks, tai parodėme, kad 
lim (x, + y,) =a + b = lim x, + lim y,. 
n— co n— oo п—>со 
Teorema įrodyta. 
2 teorema. Jeigu sekos (x,) ir (y,) konverguoja, tai 
lim (х„у„)= (HM х,)! (lim ГАР 


n->00 


3 teorema. Jeigu sekos (x,) ir (y,) konverguoja ir sekos ( Yn) riba 
yra nelygi nuliui, tai 


lim х, 
. Xn noo 
lin — = ——— 
n— Уп lim Ун 

п->со 


Prisiminsime dar tokią taisyklę, kuri dažnai taikoma skaičiuojant. 
2 teoremos išvada. Pastovųjį Чаи тата galima iškelti prieš 
ribos ženklą: 


lim (сх,) = с: иШ x, СЕК. 
n> 


Iš tikrųjų, pritaikę 2 teoremą, turime: 
lim (cx,) = lim с. lim x, —c* lim x,. 


n> n— co H— п—>со 
Pratimai 


176. Raskite lim (X, + Yn) lim (x,— ys) lim (X, Yn) ir Jim E» , kai: 


a) lim x,— 2 lim. y, = 3; 
b) lim x,= —1; lim y, —5. 


3. Algebra ir analizés pradmenys IX—X kl. . 65 


177. Yra žinoma, kad lim x,—0,4; Jim Rye 0,2. 


Raskite 
a) lim 5x,; c) lim (2x, y,+ 1); 
b) lim (3x,--y,; — d) lim (= +3). 


178". Yra žinoma, kad lim x,=a. Įrodykite, kad su bet kuriuo meN 


п—>со 
yra teisinga lygybė 
lim x?! =a”. 


n> 


28*. Nykstančios sekos 


Įrodyti daugelį ribų teoremų, atskirai paėmus, ankstesnio skyrelio 
2 ir 3 teoremą yra daug lengviau, įvedus nykstančios sekos sąvoką. 

Apibrėžimas. Seka vadinama nykstančia seka arba nykstančiu 
dydžiu, kai jos riba yra lygi nuliui. 

Kitaip tariant, seka (an) vadinama nykstančia, kai bet kokį skaičių 
є»0 atitinka toks numeris М, kad visiems и> N 


ja, —0|2 |а, |< =. 


1 pavyzdys. Seka = yra nykstanti, nes 


lim 120. 
п->со 
2 pavyzdys. Kadangi lim q"—0, Каі |@|<1, tai šiomis sąlygomis 
seka (9, q?, 9°, ...) yra nykstanti. 
1 teorema. Dviejų nykstančių dydžių suma yra nykstantis dydis. 
Įrodymas. Sakykime («,) ir (8,) — dvi nykstančios sekos. Tuomet 
‚18 ankstesnio skyrelio 1 teoremos 


Jim (e, + B,) = lim а, * lim B, 204-020. 


Tai reiškia, kad pis An +В, уга (un 

Matematinés indukcijos metodu galima įrodyti, kad bet kurio baig- 
tinio skaičiaus nykstančių sekų suma yra nykstanti. 

2 teorema. Aprėžtos sekos ir nykstančios sekos sandauga yra nyks- 
tanti seka. 

Įrodymas. Tarkime, kad seka (x,) yra aprėžta. Tuomet egzistuoja 
toks skaičius M>0, kad visiems neN yra teisinga nelygybė | x, I« M. 
Jeigu (6) уга nykstanti seka, tai kiekvieną =>0 atitinka toks numeris N, 


kad |,| < = м Visiems п> М. Tačiau su šiais п 
= ! 
|a, Ха = [| “| 9. | < M у =е. 
Tai ir reiškia, kad seka («,x,) yra nykstanti seka. 
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Išvada. Dviejų nykstančių dydžių sandauga yra nykstantis dydis. 
Iš tikrųjų, kadangi nykstanti seka yra aprėžta (bet kokia konverguo- 
janti seka yra aprėžta, žr. 26 skyrelį), tai suformuluotasis teiginys išplau- 
kia iš 2 teoremos. Matematinės indukcijos metodu galima įrodyti, kad 
bet kokio baigtinio skaičiaus nykstančių dydžių sandauga yra nykstantis 
dydis. : 
З teorema. Lygybė lim x,—a yra teisinga tada ir tik tada, kai 


п->со 


НУ |ox,—acto, о lima,=0. 


п->со 


Būtinumas. Jeigu lim x,=0, tai 
A—>0 2 


lim «, — lim (х„—а)= lim х„— lim а-а-а-0. 


n—9o0 п->со п—>со n> 


Pakankamumas. Jeigu lim «,—0, tai 


H—o0 


lim x, = lim (a + «,) = lim a + lim «,—a-4-0- a. 
п->со а—>со n>% п—>20 
Dabar irodysime sandaugos ribos teorema (ankstesnio skyrelio 2 teo- 
remą). 
Jeigu lim x,—a ir lim у, = Б, tai i$ 3 teoremos pirmosios dalies visiems 


n>% n—oo 


пє М turime 
x,=a+%w, ir lim«,20, 


n— co 


y = b, ir lim 8, =0. 


Sudauginę šias lygybes, gauname: 
x, у, = аь + (ав, tban +a, B). = © 


Sekos (40,), (ban), (a,B,) yra nykstančios, todėl ju suma irgi yra nykstanti 
seka, vadinasi, i$ 3 teoremos antrosios dalies 


lim (x, y,) = ab = (lim x,)- (lim y,). 


Analogiškai įrodoma ir dalmens ribos teorema. Lim 5 nt 
a m 
29. Ribų skaičiavimo pavyzdžiai 109, Зүйл 
1 pavyzdys. Sakykime, reikia apskaičiuoti 
lim Sate. 
пою ӨП—1 


Kadangi skaitiklis ir vardiklis yra neaprėžtos sekos ir todėl ribų netu- 
zi, tai iš karto taikyti dalmens ribos teoremą čia negalima. Padalykime 
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skaitiklį ir vardiklį i$ п (nuo to trupmenos reikšmė nepasikeis). Ribos 
skaičiavimas detaliai užrašomas taip: 


0 
2 3 2 = 25 
= 1 — lim 5-1 mex 
(dein 5+„ №.) аба а: gio g. 
lim xe D i = I == 0237 
n=% n no 8.2. lim (3-2) lim 3— lim — . у” 
п п->оо п n->00 n—o R Хул 
j^ ^ 
2 pavyzdys. 47 
lim 4.72 24.]im 772 —4.Нт (1-5)-4. 
n->00 т п->со п n->0 M п 
3 pavyzdys. 
+ 
2 5 š i29. «5 
u^ ЕЕ | x ° 
li Зи? +- 2п— 5 E li 3+ n m _ esed (3+ п =) _ 3 
зан REN OLI mS 7 
А n n п> п? 
4 pavyzdys. 
à 3 1 
š 3—п š m n 0-0 
ист = о TT“ 899 


ды debis i lcs amo "RAO 


Pratimai 
179. Remdamiesi ribų teoremomis, įrodykite, kad: 


a) sekos x,— 


=. riba уга lygi 1,5; 


b) sekos у= ARTES riba yra lygi — 0,8. 


180. Remdamiesi ribų teoremomis, apskaičiuokite šias ribas: 


a 5п+1 B 21—9 
a) lim ; с) lim ———h 
) Hm 3—5 ) Im ui ues] 

А 8-п-2 , ç (n2) (n+5) 
Bim woe d) lm тн 


181. Apskaičiuokite ribas: 


" 2п—1 21% +3 Y. 
a) lim (sei = TT 


са | 
b tim (AI) 
9 йт (52177881) 
d) lim FE uel 
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182. Atkarpa AB, kurios ilgis lygus a, suskirstyta į п kongruenčių dalių. 
Ant kiekvienos dalies nubraižytas lygiašonis trikampis, kurio kam- 
pas prie pagrindo lygus 45°. Apskaičiuokite gautų figūrų (14 pav.) 
perimetrų ribą, kai п->оо. 


| 14 pav. 


30*. Aritmetinés ir geometrinés progresijos didéjimo palyginimas 


Remiantis Bernulio nelygybe, galima išspręsti vieną labai įdomų už- 
davinį. Palyginkime, kaip didėja teigiamos aritmetinės ir geometrinės 
progresijos nariai. Sakykime, kad aritmetinės progresijos pirmasis narys 
a, ir skirtumas d, taip pat ir geometrinės progresijos pirmasis narys 5, — 
teigiami skaičiai, o jos vardiklis д — didesnis už 1, t.y. a; >0, d>0, b, >0, 
q»1. 

Lygindami šių progresijų didėjimo greitį, nagrinékime santykį 


ir įrodykime, kad 


a 
lim то. -0. 
n—o Пт 


Kadangi ад» 1, tai ir V а> 1, todėl 
Va =] +g; 
čia «>0. Iš Bernulio nelygybės turime 


(V д"=(1 + о)" > +n > nx 
Todėl 


0« ап+у _ а _ aytdn а + dn 
bas В: (Vy Oye" 


Kadangi šios nelygybės dešiniosios pusės riba lygi nuliui, tai kiekvieną 
skaičių < >0 atitinka toks N, kad visiems п> N 


а t dn 
b, (na)? 
Todėl visiems п> М. 
| ал41 | Oni me 
| 22 — 0 |= < ——— <. 
! bagi | ба+› b, (no)? 


Tai ir reikéjo irodyti. 


6‹ 


15 рау. 


Kaip pavyzdį, nagrinékime geometrinę progresija b„=(1,00001)". Iš 
pradžių ji didėja labai lėtai. Skaičiuojant penkių ženklų po kablelio tikslu- 
mu: 5,=1,00002; 5,5 1,00010; 5,5, 1,00100; b1000= 1,01005. 

Vis dėlto, kai n pakankamai didelis, b, pasidaro didesnis už bet kurios 
aritmetinės progresijos n-tąjį narį, pavyzdžiui, didesnis už 1000 n. 
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Norint vaizdžiai palyginti aritmetinės ir geometrinės progresijos na- 
riu didėjimo greiti (15 pav.), koordinačių plokštumoje pavaizduota kele- 
tas aritmetinės progresijos, kurios bendrasis narys a,=1 +2 (n— 1), ir geo- 
metrinės progresijos, kurios bendrasis narys b„=2"71, grafiko taškų. 
Siekiant vaizdumo, aritmetinės progresijos taškai pavaizduoti grafiku 
tiesinės funkcijos у= —1--2x, kurios sveikosios reikšmės yra progresijos 
а,-1-2(п-1) taškai, o geometrinės progresijos — grafiku rodiklinės 
funkcijos y 22*-1, kurios sveikosios reikšmės ута a,=2"-1. Aiškiai matome, 
kad abiejų progresijų pirmųjų narių reikšmės sutampa, о antrasis ir tre- 
čiasis aritmetinės progresijos narys yra didesnis už antrąjį ir trečiąjį geo- 
metrinés progresijos narį; visi tolesnieji geometrinés progresijos nariai 
yra didesni už atitinkamus aritmetinės progresijos narius. 


Pratimai 


183*. Įrodykite, kad lim 7,-0, kai g>1 ir p>0. 


1 


Г 


Nurodymas. Laipsni q išreikškite suma 1+ (0>0) ir pritai- 


kykite Bernulio nelygybę. 


31. Monotoninės sekos 


VIII klasėje jau susipažinome su mažėjančios ir didėjančios sekos за- 
vokomis. Priminsime jų apibrėžimus. 

1 apibrėžimas. Seka (x,) vadinama didėjančia, kai kiekvienas 
jos narys, pradedant antruoju, yra didesnis už pirmesnįjį narį, t. y. kai 
visiems n yra teisinga nelygybė 


X17 X, 
| pavyzdys. (54-10: ::8:-4452-:34) 
: п п—1 1 . i 
Kadangi Хы X = тут Т 7x41 ^9 tai x,,,2 X, todėl 


ši seka yra didėjanti. 

2 apibrėžimas. Seka (x,) vadinama mažėjančia, jeigu kiekvienas 
jos narys, pradedant. antruoju, yra mažesnis už pirmesnįjį narį, t.y. kai vi- 
siems n yra teisinga nelygybė - 


1 1 1 
2 pavyzdys. | 4545 e$ а 


п 


Kadangi у, +; = =у,, tai ši seka уга mažėjanti. 


mel 


Ribų teorijoje dar уга Ass „„nemažėjančių“ ir „,„nedidėjančių“ 
sekų sąvokos. 
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| | TT E Lon 
3 pavyzdys. () = (1; 1; 37 3^ Б? 5, Бар 
š Ses 1 
Sekoje (z,) skaičiai т 
Kiekvienas šios sekos narys, pradedant antruoju, уга mažesnis arba 
lygus pirmesniajam: z,,,Xz, . Tokias sekas vadiname nedidėjančiomis. 
Pastebėsime, kad mažėjančios sekos yra nedidėjančių sekų atskiras atve- 
jis. f | 
3 apibrėžimas. Seka (x,) vadinama nedidėjančia, kai kiekvienas 
jos narys, pradedant antruoju, yra ne didesnis už pirmesnįjį narį, t. у. jeigu 
visiems n yra teisinga nelygybė 


pasikartoja po du kartus iš eilės. 


Xn+1 < Xn: 

4 apibrėžimas. Seka (x,) vadinama nemažėjančia, kai kiekvienas 
jos narys, pradedant antruoju, yra ne mažesnis už pirmesnįjį narį, t. y. jeigu 
visiems n yra teisinga nelygybė 

Xn+1 Z Xn 

Nemažėjančios ir nedidėjančios sekos vdtlinamos monotoninémis se- 
komis (atskiru atveju didėjančios ir mažėjančios sekos yra monotoninės). 

Ne bet kuri seka уга monotonjné. Iš tikrųjų seka 

| 1 1 1 —1y 
(х)-(-4 гийн DE ET. CU R 
nėra monotoniné. Kita vertus, mes jau žinome, kad ši seka konverguoja 
(žr. 23 skyreli) ir kad 


n 
lim. CI! 0, 
n— co 
Vadinasi, monotoniškumas néra bütina sekos konvergavimo salyga. 
. Taigi apibendrinsime kai kuriuos rezultatus: sekos aprėžtumas yra bü- 
tina konvergavimo sąlyga, monotoniškumas — nebūtina sąlyga. Kaip 
matysime sekančiame skyrelyje, jei tenkinamos abi šios sąlygos, seka tikrai 
konverguoja. 
Pastaba. Iš didėjančios sekos apibrėžimo išplaukia: norint įsitikinti, 
ar teigiamų narių seka yra didėjanti, pakanka parodyti, kad teisinga nely- 
gybė : 


х 
=+ >]; neN. 
Xn 


Analogiškas pastabas galima padaryti ir kitoms monotoniškoms tei- 
Бату narių sekoms. 


: 1 2 1 
Pavyzdys. Sakykime, =, tuomet Xam түү Todėl 
Xp. п+2,п+1 = n(n+2) _ m-c2n “1 


X, н+1` п (п+1# 28--2н-1 
Vadinasi, ši seka yra mažėjanti. 
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Pratimai 


184. 


185. 


186. 


187. 


188. 


189 


190. 


191. 


Ar seka (b) yra mažėjanti ar didėjanti, kai: 
a) b, = 2nž; с) b,-(-5); 
b) b,27-"—2; d) b =(— 1)" -n. 


Ar seka (а„) yra didėjanti, mažėjanti, nedidėjanti, nemažėjanti, kał 
visiems natüriniams п yra teisingos nelygybės: 


а) an+1ı— a, > 0; с) ap+1— a, S0; 
b) ацуаг-4, <0; — &)а—а„>0. 
Irodykite, kad seka (y,) yra monotoninė, kai: 


2—9n 3n+7 
a) Ya = — 5 b) Ja— oa]. B ° 


Irodykite, kad seka (x,) néra monotoninë, kai: 

a) x, = n?— 12n; b) х,- 4n — n°. 

Ar monotoninë yra: a) aritmetinë progresija; b) geometrinë pro- 
gresija? Pateikite pavyzdžių. 


Ar teigiamų narių seka (c,) yra didėjanti, mažėjanti, nedidėjanti, ne- 
mažėjanti, kai su bet kuriuo natüriniu п yra teisinga nelygybė: 


a) @* <]; b 25» c) 281) d) 25517? 
Cn Cn Р Cn Cn 
Sakykime, kad p, yra perimetras taisyklingojo n-kampio, įbrėžto i 

apskritimą, kurio spindulys r. Įrodykite, kad seka 
Рз, Pos Piz» Pas +++, Рз„оп—1› 
yra didėjanti. 
Sakykime, kad д, yra perimetras taisyklingojo n-kampio, apibrėžto 
apie apskritimą, kurio spindulys r. Įrodykite, kad seka 
| Яз, de Чи» +-.› 93.01-10 ++» 
yra mažėjanti. 


32. Monotoninés ir aprėžtos sekos rihos egzistavimas 


Vejerštraso teorema. Jeigu seka yra monotoninė ir aprėžta, tas 
Ji turi ribą. 


Šios teoremos įrodymo nepateikiame. Tepastebėsime, kad racionaliųjų skaičių 
aibei O Vejerštraso teorema nepritaikoma. 

Iš tikrųjų, skaičiaus x dešimtainiai artiniai su trūkumu x, yra racionalūs ir sudaro: 
monotoninę seką. Ši seka konverguoja prie skaičiaus x. Kai skaičius x yra iracionalus, 
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tai iš teoremos apie ribos vienatį išplaukia kad seka x, negali ture racionalios ribos“ 
Pavyzdžiui, sekos 
x, =0,1; 
"x; 0,1001: 
х.=0,100100001; 


nariai yra skaičiaus x dešimtainiai artiniai su trūkumu. Šio skaičiaus vienetai yra vietose, 
kurių numeriai lygūs natūrinių skaičių kvadratams, o nuliai — likusiose vietose. Todėl 
lim x,= a. 


n—>0 


Skaičius х — iracionalusis, nes jis išreiškiamas neperiodine baigtine dešimtaine trupme- 
na. Vadinasi, jeigu būtų tik racionalieji skaičiai. reikėtų pripažinti, kad seka (x,) ne- 
turi ribos, nors ji ir tenkina visas Vejerštraso teoremos sąlygas: 


0<х„<0,2 ir Xn41> Xn. 


Vejerštraso teoremoje pateiktos pakankamos sekos ribos egzista- 
vimo sąlygos. Tačiau teoremoje nenurodoma, kokiu būdu šią ribą rasti. 
Vis dėlto dažnai pasitaiko, kad, žinant, jog riba egzistuoja, galima 
ją apskaičiuoti. Šiuo požiūriu labai įdomūs toliau pateikti pavyzdžiai. 
Juose mes remsimės tuo, kad, turint bet kokią konverguojančią seką (x,), 

lim x„= lim Х„-1, 

n—>00 n>0 
nes (x,) ir (х„_1) уга iš esmės ta pati seka (jos tesiskiria tik pirmuoju nariu 
ir narių numeravimo tvarka). 


1 pavyzdys. Įrodykite, kad lim g"=0, kai |g|<!. 
Įrodinėsime, kai g — teigiamas skaičius. Seka (g") yra aprėžta, nes 
0 «q"«1, ir monotoniškai mažėja, kadangi q"*!—q * а" > q^. Ši seka ten- 
kina abi Vejerštraso teoremos sąlygas. Todėl ji turi ribą; pažymėkime ją a: 
lim g" =a. 


Tačiau 
lim q” = lim 4:4"71-г-4: lim q"7! —-q.a. 
I$ a=q'a matyti, kad a(1—4)-0. Kadangi 1—@#0, tai 
а-0. ` | 
Tai ir reiškia, kad lim g" = 0. 

Atvejį q <0 galima pakeisti atveju q >0 (paaiškinkite, kaip). Kaip ma- 
tote, remiantis Vejerštraso teorema, nebereikia atlikti skaičiavimų su ne- 
lygybėmis, kaip 23 skyrelyje. 

2* pavyzdys. Pagrisime vieną seną apytikslio kvadratinių šaknų 
traukimo būdą. Sakykime, kad reikia ištraukti kvadratinę šaknį iš tei- 
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giamo skaičiaus a. Pirmuoju artiniu laikysime teigiamą skaičių ху, kurio 
4 : S š х š: лээ Рея а 
kvadratas уга didesnis uZ a. Tuomet x, bus didesnis 07 Va, o skaičius P 
s 1 
— mažesnis už | a: 
u 2. 
жае, 
xi 
Antruoju artiniu laikysime 
I /a ) 
Хә= > |> TX 
2 9 (2 ЕЕ 1]* 


o toliau seką (x,) apibrėšime rekurentine formule: 


1 
X173 ( +х,). - 0 
1) Savarankiškai įrodykite, kad visuomet 


ESV a< xu 


2) Savarankiškai įrodykite, kad seka (х„) yra mažėjanti. 


3) Kadangi visiems n (n22) a«x, «ху, tai seka (x,) yra аргёйа. Pa- 
gal Vejerštraso teoremą ji turi ribą. Norėdami ją rasti, ,,pereikime prie 
ribos“ (1) lygybėje, pastebėję, kad 


lim x,+,= lim x,. 


n—oo n> 


Pažymėję šią ribą raide c, turėsime lygybę: 


l /a . 
= (2 +e); 
С-а-0, 


c= У а. 
4) Pastebėsime, kad seka (x,) konverguoja prie 1/ a labai greitai. 
Pavyzdžiui, kai а=2 ir x, =2, turime: 


2 3 
з=? (2+2) =5=15 
1 2 3 17 Я 
ж=1 (352) 8^ 1,416; 
2 


01/2 N 5. 
=з ( + i)" Tos 1,414216. 
dE 


Kaip matome, šiuo paprastu būdu labai greitai galime pasiekti didelio 


tikslumo: № V 2 0,1 tikslumu; хз turi du patikimus dešimtainius ženk- 
lus; x, jau turi penkis patikimus dešimtainius ženklus. 
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Samprotaujant bendruoju atveju, skirtumui 


A,—x,—l a 
apskaičiuoti galima išvesti rekurentinę formulę 
A2 
И. = 
| | n+1 i 2 (V a4 Aj) , 
i$ kurios matyti, kad 
А? 
A, < = " 
T1 9 2 


t. y. po kiekvieno žingsnio patikimų dešimtainių ženklų skaičius maždaug 
padvigubėja. 


Pratimai 


192. Ar teisingi tokie teiginiai: 
a) jeigu seka nėra aprėžta, tai ji neturi ribos; 
b) jeigu seka turi ribą, tai ji yra aprėžta; 
с) jeigu seka nėra monotoninė, tai ji neturi ribos; 
d) jeigu seka turi ribą, tai ji yra monotoninė. 
193. Apskaičiuokite sekų ribas: ` 
no 2 
a) X,— om; b) хулд, 
Nurodymas. Patikrinkite, ar tenkinamos Vejerštraso teoremos 
sąlygos, ir palyginkite 
lim x, ir lim x,-,. 


п->со п->со 
33. Skaičius п ir apskritimo ilgis 
Dar V klasėje sužinojote, kad vienetinio skersmens apskritimo ilgis 


išreiškiamas skaičiumi 
7—3,14159 ... 
Skersmens d apskritimo ilgį apskaičiuojamę pagal formule 
С=та. . (1) 

VIII klasés geometrijos vadovélyje pasakyta, kad apskritimo ilgis 
turėtų būti didesnis už bet kokio į apskritimą įbrėžto taisyklingojo daugia- 
kampio perimetrą ir mažesnis už bet kokio apie apskritimą apibrėžto tai- 
syklingojo daugiakampio perimetrą (16, 17 pav.). 

Remiantis šia prielaida, galima gauti tikslesnes skaičiaus v reikšmes. 


Dar Archimedas surado, kad į skersmens d apskritimą įbrėžto taisyk- 
lingojo devyniasdešimtšešiakampio perimetras Р,, tenkina nelygybę 


10 
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o apibrėžto taisyklingojo devyniasdešimtšešiakampio perimetras Оз — 
nelygybę 


1 
Oss <3 7 d. 
Iš čia išplaukia (laikantis anksčiau minėtos prielaidos), kad 


10 1 
3 EAS 7 


Iš panašumo išplaukia, kad 
Р„=р„4, О,-а,4, (2) 
` jei p, ir q, — i apskritimą, kurio skersmuo d = 1, įbrėžto ir apie jį apibrėž- 


to taisyklingojo daugiakampio perimetrai. 
Paaiškėja, kad sekos 


P3» Ра, P5» +) Pm +) 


Яз, Qa, do» +++, Ч» oe 
turi bendrą ribą. Ši riba ir yra skaičius т: 


= = lim p, = lim q,. (3) 


Iš (2) ir (3) lygybės išplaukia (1) lygybė. 


16 pav. 17pav. 


Dabar apibrėžiame apskritimo ilgį. 

Apibrėžimas. Apskritimo ilgiu vadiname taisyklingųjų įbrėžtų 
daugiakampių perimetrų sekos ribą. 

Kad (3) ribos egzistuoja ir sutampa, mes neįrodinėsime. Mes tik papa- 
sakosime, kaip galima norimu tikslumu apskaičiuoti skaičių п, remiantis 
perimetrais 


Pe» Різ, Рә +++, 43:09) +++ 


taisyklinguju daugiakampiu, įbrėžtų į vienetinio skersmens apskritimą, 
ir perimetrais 


Qe 912, de 4-3» dae +++ 
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taisyklinguju daugiakampiu, apibrėžtų apie vienetinio skersmens apskriti- 
mą. Tokie daugiakampiai gaunami, ,,dvigubinant" kraštinių skaičių. 
Savaime aiškų, kad 


Pn = па,, Qn = nb,, (4) 


kai a, — kraštinė taisyklingojo n-kampio, įbrėžto į vienetinio skersmens 
apskritimą, o b, — kraštinė n-kampio, apibrėžto apie tą apskritimą. Ap- 
skaičiuojant a5,, kai žinoma a,, remiamasi formule: 


-i y-s2yi-à. (5) 
Apskaičiuojant b„, kai žinoma a,, galima taikyti formule 
b„=a,:V1-až. (6) 


Pagal (5), (6) ir (4) formulę galima paeiliui apskaičiuoti а, к ir b, „к, 
Рз.зк It q} k su bet kuriuo natüriniu k, turint galvoje, kad 
а = 0,5. (7) 
Skaičius п yra bendroji sekų (р...) ir (q.k) riba: 


T= lim рз. jc] lim 93.6 (8) 


п->со 
Galima įrodyti, kad pirmoji iš šių sekų monotoniškai didėja ir yra ap- 
rėžta iš viršaus, o antroji — monotoniškai mažėja ir yra aprėžta iš apačios. 
Todėl jų ribų egzistavimas išplaukia iš Vejerštraso teoremos. Kad šios 
ribos yra lygios, išplaukia iš formulės 


=р,: ү 1— à; 
ir i$ to, kad a, artéja prie nulio, kai n— oo. 
Baigdami pateikiame lentelę, iliustruojančią p, „k ir g;,,k artėjimą prie 
skaičiaus т; 


si 12 is 3,10595 ЧЕ 3,21554 
| 
| 


6 3,00000 3,46414 
24 3,13301 3,16005 
48 3,13475 | 3,14665 

3, ман 


96 | 3.14134 


Kai į vienetinio skersmens apskritimą įbrėžtas ir apie jį apibrėžtas 
daugiakampis turi 3072 kraštines, jų perimetrai yra visiškai vienas kitam 
artimi skaičiai: . 

Рзото = 3,141592652 ... 
4зог2 = 3,141592654 ... 
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Pratimal . 


194. 
195. 
196. 


197. 


198. 


Apskaičiuokite 0,001 tikslumu apskritimo ilgį, kai: 

а) г=2,1000; b) г=1, 2300; с) r=12,7000; d) r=3,2785. 
Apskaičiuokite 0,001 tikslumu pusskritulio perimetrą, kai: 

а) г=1,3000; b) r—3,7000; c) г=15,2000; d) г=5,2329. 
Apskaičiuokite apskritimo lanko ilgį, kai apskritimo spindulys 1у- 
gus r, o lanko centrinis kampas lygus: 

a) 30°; b) 459; с) 60°; d) 90°; e) 1°. 

Spindulio г apskritimo lankas atitinka centrinį kampą, lygų « laips- 
nių. Išveskite to lanko ilgio formulę. 

Figūra yra junginys dviejų vienodų skritulių, kurių spindulys r, o 
centrai nutolę vienas nuo kito r }/ 3 atstumu. Apskaičiuokite šios 
figūros perimetrą. 


Papildomi III skyriaus pratimai 


199. 


200. 
201. 


202 
203. 


. 


204. 


205. 


206. 


Ar teisingi šie teiginiai: 


a) 5l EN, e) OER; 

b) -V 3e 0; f) —8 é N; 
с) 0,737 #2; g) V17e 0; 
d) 560: h) 1g36e 01 


Įrodykite, kad nėra tokio racionaliojo skaičiaus, kurio kvadratas 
būtų lygus: a) 7; b) 11. 

Įrodykite, kad nėra tokio racionaliojo skaičiaus, kuris būtų lygus: 
a) 1g5; b) 1648. 


zo 
Įrodykite, kad skaičiai Tš: V 2 nėra racionalūs. 
Yra žinoma, kad 8=10,6071246... . Raskite skaičiaus В dešimtainius 
artinius su trūkumu ir su pertekliumi 0,1; 0,001 ; 0,00001 tikslumu. 
Žinome, kad: "- | 
а) 6,8< 1/47 < 6,9. Raskite 1/47 dešimtainius artinius su trūkumu 
ir su pertekliumi 0,01 tikslumu. 
b) 3,6< 112,96 «3,7. Raskite /12,96 dešimtainius artinius su 
trūkumu ir su pertekliumi 0,01 tikslumu. 
Kuriuos šių skaičių galima išreikšti begalinémis periodinėmis dešim- 
tainėmis trupmenomis ir kuriuos — begalinėmis neperiodinėmis 
dešimtainėmis trupmenomis: 


2 . 39. y. 1/86. 1, ES 
7 y2; p? Y5 V36; 777137 -1 3? 


Ar skaičius « yra racionalus, ar iracionalus, jei, pradedant nuo tam 
tikro numerio, visi jo dešimtainiai artiniai su trūkumu yra lygios 
trupmenos? 
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207. Zinome, kad «--3,6711845... Nurodykite realiojo skaičiaus pavyz- 
di, kuris būtų mažesnis už ос: didesnis už х. 

208. А kuriomis natürinémis п reik$mémis уга teisinga nelygybé 

Ї - «e, kai: 
a) ==0,0003685...; b) є--0,001645...2 

209. [rodykite: jeigu г ir s — racionalieji skaičiai ir r<s, tai skaičius 
ros А di 
— уга tarp ju. 

210*. [rodykite: jeigu х ir B — du realieji skaičiai ir a «p, tai egzistuoja 
nors vienas racionalusis skaicius r, esantis tarp ju. 

211. Sakykime, kad о ir B — iracionalieji skaičiai, o «-В — racionalu- 
sis skaičius. Įrodykite, kad skaičiai «—В, «+28 уга iracionalüs. 

212. Įrodykite: jeigu « — teigiamas iracionalus skaičius, tai V o ® — irgi 
iracionalus skaičius. 
Raskite tris pirmuosius dešimtainius ženklus begalinės dešimtainės 
trupmenos, reiškiančios skaičių: 


213. 3+V2. — 214. 24 3. 215. 0, (6 — V 6. 


216. 5| 2. 217. Y 2.1 3. 218. | 3-1 5. 

219. Kas daugiau: V 7+ 110 ar V 34- V19? 

220. Įrodykite, kad skaičius Vš+V5 yra iracionalus. 

221. Įrodykite, kad racionalaus ir iracionalaus skaičiaus suma yra iracio- 
nalus skaičius. 

222. Įrodykite, kad racionalaus ir iracionalaus skaičiaus €—— s yra 
iracionalus skaicius. 

223. Nurodykite pavyzdį dviejų iracionalių skaičių: 
a) kurių suma yra iracionalus skaičius; 
b) kurių suma yra racionalus skaičius. 

224. Sakykime, kad х yra iracionalus skaičius. Įrodykite, kad 2 yra 
taip pat iracionalus skaičius. 

225. Raskite koordinačių tiesės taško C koordinatę, kai: 
а) |AC|=|BC|, А=М(- 10,2) ir B= M (0,4); 
b) |BC|=2| АС), А=М (0) ir B= M (12). 

226. Remdamiesi Pitagoro teorema, nubrėžkite atkarpą, kurios ilgis 
būtų lygus: a) V10, b) (14. 

227. Išspręskite lygtis ir nelygybes: 
a) |х—2|=0,3; d) |10—x|«7; 
b) |x+3|=0,l; e) 1х41 >l; 
с) |х—2,5|<0,5; f) |8+x|>0,7. 

228. Išspręskite lygtis: 
a) |x+4|=|x-—4Į; b) |х--2,6|-41х-4,3|, 


229. — nelygybes: 


а)їх!2|х-2| b) х-51/«1х-11. 
| 230. Pavaizduokite koordinačių plokštumoje taškų aibes: 
/ а) (х, y) x° + 2 -0y; е) (ху! 1Хх1-19 ЇК 
| b) (65 y)ix*--y*- 9}, f) (6x: y)! р 
| c) (х: y) 1х2 - * 205; 8) I » = Y К 


d) {(х; )\О%—4)#+#=0}; h) {(х; y) ix +Iyl= x+y)- 
231*. Pavaizduokite koordinačių plokštumoje taškų aibes: 

a) (65 у) (х-4) (у+0=0}; 

b) (o; у)| х®—у#>0}; 

4 

с) | i =0}; р 

d) (05 y) |y? < x° ir | x! < 2}; 

e) {(х; у)! G9 — y?) (х®+у#— 1) =0}; 

f) ((x; у)| (2-5) (х#++ »*- 1) «0j. 


232. Seka (х„) yra išreikšta formule х„= FT Raskite 
Хз, Хь, Xati» Хон+1› s 
233. Sugalvokite baigtinės sekos n-tojo nario formulę: 
b) i: $: yi Ti as f) Cmm 
©) 4063 Poi 08) mr г: зат: 
Өф: т в: в: Bai (5): (z): (s). 


234. Pavaizduokite geometriškai (dviem būdais) seką (и,). Ar egzistuoja 
toks skaičius, prie kurio artėja seka (u,): 


20-41 , _ 21-3. `’ 
а) =} с) и, = 3n , 
4n-l. _ 1+(— 1) 
wo. uec 


1 : : 
narių, kurių atstumas nuo- 


235. Nurodykite numerius sekos у, = pu 
taško 5: a) mažesnis už 83 b) mažesnis už 0,001. 
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2n—3 


236. Seka (x,) išreikšta formule x, == . Su kuriomis natürinémis n 
reikšmėmis tenkinama sąlyga: 
a) |x,-2|<0,l; b) |х„—2|<0,01? 


3n4- 5 
2n ^ 


Su kuriomis natürinémis п reikšmėmis tenkinama sąlyga: 
a) |z, — 1,5| « 0,1; b) 1z, —1,51«0,012 
238. Įrodykite, kad teisingos šios lygybės: 


š : 2n 
9 auc Cima 


237. Seka (z;) išreikšta formule 2, = 


239. Ar seka „=(5)' turi ribą? Kam ji lygi? (Irodykite.) 
240. Įrodykite, kad: : 


: > п+1 . ? nž E 
8) m аро c) lim тб ^9 
ç п? : : b. 
A Nur CAI 
241. Žinome, kad lim x,—a ir a«q. Įrodykite, kad beveik visi sekos 
(x,) nariai yra mažesni už 4 (išskyrus, gal būt, baigtinį narių 
skaičių). 


242. Žinome, kad lim x,—a ir a>p. Įrodykite, kad beveik visi sekos 


(x,) nariai (išskyrus, gal būt, tik baigtinį narių skaičių) уга di- 
desni už p. 
243. Įrodykite: jeigu lim x,—a, tai lim | x,|=|al. 


n> 


Nurodymas. Remkitės nelygybe 
| la|- 15] |<|a-6). 


* 


244. Žinome, kad lim a,=p ir im b„=p. Ar egzistuoja sekos 


ач, by; ds; abs vet бы. Da sa 
riba? Kam ji lygi? 
245. Apskaičiuokite reiškinio reikšmę: 
0,(5) . 0,1 (2)--0,3 (4) 


а) o3 ) 2167026)* 
:246. Apskaiciuokite eilutés suma: 


1 


1 1 1 
а) 1-273 sg т tae eu 
3 
DA ph po quoe T. +. 


үз 3V3 


182 


< 


247*. Nurodykite kokias nors x reikšmes, su kuriomis būtų teisinga. 


lygybė: 
а) ел) (1-х+%—%+...+(—-1у-®хтї1+...); 
b) l-1e (1-3) (1-3) (L 


248". Matematinės indukcijos metodu įrodykite: jeigu sekos (x,), (y,),...,. 
(Ja) konverguoja, tai | 
a) lim (х„+у„+...-+/,)= lim х,-+ lim y,4- ... + lim f 
b) lim (x,-y,* ...- f) = lim хү, lim у, +... lim f; 
249". Sakykime, kad lim a, 5,—0 ir lim a,=0. Ar iš to išplaukia, kad 


п->со п->со 
lim 5,20? 


п->со 
250*. Zinome, Каа sekos (x,) ir (у„) diverguoja. Ar gali konverguoti se- 
kos (x, +y,) ir (x,y,)? Pateikite pavyzdžių. 
251*. Žinome, kad seka (x,) konverguoja, o seka (y,) diverguoja. Ar gali 
konverguoti sekos (x, + y,) ir (x,y,)? 
252. Apskaiciuokite ribas: 


95 + 3p — 2n? (3n—2) (1 —n) (2 n) 


a) Hm n+2n*—2nš ° b) lim 213--12-1 
253. Apskaičiuokite 
š 1,4 1 (— 1)"-1 
lim (I-5+4-5+ +). 


n->00 


254. Stačiojo trikampio statinis a yra padalytas į п kongruenčių dalių 
ir ant gautų atkarpų į trikampį įbrėžti stačiakampiai (18 pav.). Ар- 
skaičiuokite sudarytųjų laiptinių figūrų plotų sekos (S,) ribą. Gau- 
tąjį rezultatą paaiškinkite geometriškai. 


g 
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255. Apskaičiuokite ,,plotą“ figūros, kurią apriboja parabolė y=x?, 
abscisių ašies intervalas [0; 2] ir tiesė x —2 (19 pav.), kaip ribą plotų 
laiptinių figūrų, nubrėžių taip pat, kaip ir ankstesniajame pratime. 

256. Raskite ribą 

(1 +n) (2+3п) (3 —4n) 

(1-2) (83-20) (4--н) ° 


lim 
257. Ar seka (x,) yra monotoninė, kai: 


20-3 . 9n 
a) x,— sd b)* х= 2? 


258*. Įrodykite, kad seka (a,) yra didėjanti, kai: 
a) а= е уз ui 

1 

EJ 


1 1 
b) а,=1+ = + ет 


259. Įrodykite, kad 2 seka Х,-- iie yra didéjanti; 


5п+2 
b) seka у, = тет Уга mažėjanti. 
260*. Su kokiais s MM air b seka y,— Бин yra didėjanti, mažė- 
bn+1 


janti, nedidėjanti, nemažėjanti? 
261*.  [rodykite, kad seka (u,) yra mažėjanti; kai: 


щ= 3, Unti = um E 
262. Sakykime, kad a, yra į apskritimą, kurio spindulys r, ss е 
lingojo n-kampio kraštinė. Įrodykite, kad seka ал, as, a, , ..., а", .. 

yra mažėjanti. 

263. Sakykime, Кай b, — apie apskritimą, kurio spindulys r, apibrėžto 
вае n-kampio kraštinė. [rodykite, kad seka b3, Въ, Вл», .. 
b, "71, ... yra mažėjanti. 

264. Sakykime, kad S, — apie apskritimą, kurio spindulys -r, apibrėžto 
taisyklingojo n- kampio plotas. Įrodykite, kad seka 


Ss; Ss; S15, ...у S, gia, ... f 


93. 


yra mažėjanti. 
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IV skyrius FUNKCIJOS RIBA 
IR IŠVESTINĖ 


8 8. | 
PRADINÉS ZINIOS АРЕ FUNKCIJOS 
ISVESTINE IR RIBA 


` 34. Skaitinės funkcijos 


Toliau nagrinėsime funkcijas, kurių apibrėžimo sritį ir reikšmių aibę 
sudaro realieji skaičiai. Funkcijos f apibrėžimo sritį žymime D (f), о jos 
reikšmių aibę — E( f). 


1 pavyzdys. Seka 
| (—1;1; —1;1; —1;...) 
yra funkcija f, apibrėžta natūrinių skaičių aibėje formule 
fln)=(- 1)". 
Jos apibrėžimo sritis D (f)= М, о reikšmių aibę E(f)— (—1; 1} sudaro du 
skaičiai: —1 ir 1. 
2 pavyzdys. Formulė 


fe)-V1-x 
išreiškia funkciją f, kurios apibrėžimo sritis yra intervalas [—1; 1] (20 pav.), 
o reikšmių aibė — intervalas [0; 1]. | 
Apskritai skaitinė funkcija yra kokio nors aibės R poaibio D atvaizdavi- 
mas į kitą aibės R poaibį E. Aibe D vadiname funkcijos apibrėžimo sritimi, 
o aibę E — funkcijos reikšmių aibe. 


3 pavyzdys. Atvaizdavimas 
1 
х>- 
x 
yra funkcija, kurios apibrėžimo sritis ir reikšmių aibė yra viena ir ta pati 
aibė — visų nelygių nuliui realiųjų skaičių aibė (21 pav.). 
Funkcija / yra visiškai apibrėžta, kai nurodyta aibė dvejetų 


(5 f) | 


kurių x įgyja visas reikšmes iš aibės D (f), o f (x) yra atitinkamos funkcijos 
reikšmės. 
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Siu dvejetų aibę dar galima užrašyti taip: 
(65 У!у-709). 


Aišku, kad tai yra aibės R?, t. y. skaičių plokštumos, poaibis. Šios aibės 
vaizdas koordinačių plokštumoje yra funkcijos grafikas (žr. 20 ir 21 pav., 
2ir 3 pavyzdžio funkcijų grafikus). 


20 pav. | 21 рах. 


Toli gražu ne bet kuri koordinačių plokštumos taškų aibė yra kokios 
nors funkcijos grafikas. Pavyzdžiui, 22 paveiksle pavaizduotoji aibė nėra 
funkcijos grafikas, nes ji turi du taškus, kurių abscisė lygi a, o ordinatės 
yra skirtingos: b, ir b,. Jeigu ši aibė būtų funkcijos grafikas, reikėtų lai- 
kyti, kad ta funkcija, kai x=a, turi dvi reikšmes: у=, ir y=b,, o tai 
prieštarauja funkcijos sąvokos apibrėžimui. 


22 pav. 23 pav. 


Dar VI klasės vadovėlyje buvo pasakyta, kad funkcija — tai atskiras atitinkamybės 
atvejis. Norint apibrėžti skaitinę atitinkamybę, kiekvienam x nurodomi visi tie y, kurie 
atitinka šį skaičių x (kai kuriems x tokių y gali ir nebūti). Pavyzdžiui, formulė 


x += 1 
apibrėžia atitinkamybę, kurios intervalo ]—1; 1[ kiekvieną x atitinka du skaičiai: 
жп=}Ї1-# ir »2-Y1-x5 
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| —n Í  — ———À — —  — — 


2 ” — | 


skaičių х=1 ir skaičių х= — 1 atitinka vienas vienintelis skaičius y —0, o skaičius x, ku- 
riu moduliai yra didesni už vienetą, neatitinka nė vienas skaičius. 23 paveiksle pavaiz- 
duotas šios atitinkamybės grafikas. 

Bet kuris aibės R? poaibis apibrėžia skaitinę atitinkamybę. Šiuolaikinėje matema- 
tikoje, siekiant sumárinti pagrindinių matematinių sąvokų skaičių, sakoma paprasčiau: 
skaitinė atitinkamybė yra skaičių dvejetų aibė, t.y. aibė R? — skaičių plokštumos 
poaibis. 

Šiuo požiūriu skaitinė funkcija, kaip atskiras atitinkamybės atvejis, irgi yra skaičių 
dveietų aibė, tačiau jau ne bet kuri. Skaitinė funkcija yra tokia skaičių dvejetų (x; y) 
aibė f kad kiekvieną skaičių x atitinka ne daugiau kaip vienas aibės f dvejetas (x; y), 
kurio pirmas elementas x. 

Šio vienintelio dvejeto antrasis skaičius ir уга f (х): 


/(х)=у <> (x; у)е/. 
Pavyzdžiui, funkcija 


ss ; 1 ах 
yra skaiciu dvejetu (х: x) aibė. 


4 pavyzdys. Atvaizdavimas x—([x] ([x] — sveikoji skaičiaus x dalis). 

Prisimindami, kad intervale [n; n--l[, kai n — natūrinis skaičius, 
]x]=n, nubréZkime šios funkcijos grafiką (24 рау.). Grafiką sudaro ho- 
rizontalios atkarpos, į kurias nejei- 
na jų dešinieji galai (pažymėti skri- 
tuliukais). 

5 pavyzdys.  Atvaizdavimas 
x—(x) ({х}— trupmeniné skaičiaus 
x dalis). 


24 pav. 25 pav. 


„Iš skaičiaus x trupmeninės dalies apibrėžimo išplaukia, kad f (x) =x—n, 
kai xe[n; n+1[. 

Vadinasi, kiekviename intervale [n; n+lį šios funkcijos grafikas yra 
tiesės atkarpa, sudaranti 459 kampą su ašimi Ox; šiai atkarpai dešinysis ga- 
las'nepriklauso. Šios funkcijos grafiką sudaro begalinė aibė tokių atkarpų 
(25 pav.). 


Pratimai 


265. /(х)=х+-. Raskite /(I), /(2), yit 5), (4). 76 — 0,5). 
266. Lygtis Зу= L 2 apibrėžia funkcijas y=f(x) ir x=g (y). Raskite 
/ (0), £ (1), (+1), f(x-D, g (z), g (5), 8(-43). 
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267. Pavaizduokite aibes ir pasakykite, kokias figūras gavote; 
а) {(х; у)1ху=0}; 
b) (65 )||х—3|<1}; 
с) (65 »)| Ixisl ir |у|<1}; 
d) (65 | 1x-2]«1 ir |у+31<1}. 
268. Nurodykite šiomis formulėmis išreikštų funkcijų f apibrėžimo sritis: 
а) /(х)=х-1; 0 /()-ү3-1, 
b /@)=х+3; d) fo). 
269. Nurodykite šių funkcijų apibrėžimo sritis: 
а) у=; о) #0)=У10х-5; 


Бу=-+г; 9709-15-10х. 


270. Raskitef (—5); f(—7); f (5); f (9; f (0, kai f(u) = уа + Би+1. 
271. Raskite f (5); f (z); f (u), kai: 


4-х х-4 


а) f= |у 5 5 b) f(x) =18 x5. 


272. Apskaičiuokite /(—2); /(0); (5); (3); 70): О), jeigu: 
-1, kai -3«х«0, 
f(x)= x, kai 0<x<!, 


1, kai 1<x<5. 
273. Raskite /(—2); f); (2); / (3); 7 (5), jeigu 


ү Каї |х|<2, 
feos 1, kai x>2. 


274. Kvadrate, kurio kraštinė a, nubrėžta tiesę, lygiagreti įstrižainei. Ras- 
kite priklausomybę tarp atskiros figūros ploto S ir atstumo x nuo 
tiesės iki kvadrato viršūnės (26 pav.). Raskite funkcijos х->5 (x) 

. apibrėžimo sritį. Nubraižykite jos grafiką. 

275. Ar apskritimas, kurio centras — koordinačių pradžia, yra kurios 
nors funkcijos grafikas? š 

276. Nurodykite tris pavyzdžius funkcijų, kurių grafikai yra simetriški 
ordinačių ašies atžvilgiu. 

277. Funkcijos x—/ (x) grafikas yra simetriškas ordinačių ašies atžvil- 
giu. Šią savybę išreikškite lygybe. 
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278. Nurodykite tris pavyzdžius funkcijų, kurių grafikai yra simetriški 
koordinačių pradžios atžvilgiu. 

279. Funkcijos x—f(x) grafikas yra simetriškas koor linačių pradžios 
atžvilgiu. Šią savybę išreikškite lygybe. 

280. Nubraižykite grafikus funkcijų f, išreikštų formulumis: 


а) = DA) 00-43 


d) /(х=х% e) /(х)=0. 


Kurių funkcijų grafikai yra simetriški ordinačių ašies atžvilgiu, o 
kurių — koordinačių pradžios atžvilgiu? 
281*. Duotos trys funkcijos f, g ir A: 


f(x)2lgx?, g(x)221gx, h(x)=2lg|x|. 
Su kokiomis x reikšmėmis, nelygiomis nuliui, lygybės 
а) /(х)==(х);  b)f()eh(Wx c) g(x)=h (х) 
yra klaidingos, o su kokiomis — teisingos? 


35. Funkcijos kitimas, jos didėjimas ir mažėjimas 


‚ 27 paveiksle nubraiZytas grafikas, vaizduojąs, kaip kinta lėktuvo ац 
tis per dešimt skridimo valandų (laikas matuojamas valandomis, aukštis — 
kilometrais). Pirmą valandą lėktuvas kyla, po to tris valandas skrenda 


27 pav. 


pastoviame aukštyje, sekančią valandą vėl kyla, keturias valandas skrenda 
naujame pastoviame aukštyje, o paskutinę valandą leidžiasi. Šiame pavyz- 
dyje aukštis A yra laiko t funkcija, apibrėžta intervale (0, 10]; pažymėkime 
šią funkciją *A (1). Intervale [0; 1] funkcija didėja, intervale [1; 4] ji yra 
pastovi, intervale [4; 5] ji vėl didėja, intervale [5; 9] yra pastovi, o pasku- 
tiniame intervale [9; 10] ji sumažėja iki nulio. 
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Nagrinéjant intervala [0; 9], negalima pasakyti, kad funkcija 
h-h(t) 


joje visa laiką didėja. Yra teisinga tik tai, kad ji šiame intervale niekuomet 
nemažėja. Analogiškai galima pasakyti, kad ši funkcija intervale [5; 10] 
niekur nedidėja. 

Suformuluokime matematinius apibrėžimus, patikslinančius šiuos 
negrieZtus samprotavimus. 

I. Funkciją f vadiname didėjančia aibėje E, jeigu, pasirinkus du bet 
kokius aibės E skaičius x, ir xs, iš nelygybės x, «xs išplaukia nelygybė 
f x) «f (x). ° 

II. Funkcija f vadiname maZéjancia aibéje E, jeigu, pasirinkus du bet 
kokius aibės E skaičius x, ir х, iš nelygybės x, «x, išplaukia nelygybė: 


f 0) > f (x3). 


Pavyzdžiai. 1) Funkcijos x—x, Х-»х? (28 pav.) ir apskritai х-эх”, 
kai п yra bet kuris nelyginis natūrinis skaičius, visoje skaičių tiesėje didėja. 

2) Funkcijos x—>x* ir apskritai x—x" (29 pav.), kai n уга bet kuris ly- 
ginis natūrinis skaičius, didėja teigiamojoje pustiesėje [0; --со ir mažėja 
neigiamojoje pustieséje ]— oo; 0]. 

3) {x} (trupmeninė x dalis) didėja 
kiekviename intervale |: n+lI[, kai 
п — bet kuris sveikasis skaičius.“ 


28 pav. 


4) Kadangi seka yra ne kas kita, kaip funkcija x„=/ (л), apibrėžta natūrinių skai- 
čių aibėje, tai natūralu manyti, kad naujieji funkcijų didėjimo ir mažėjimo apibrėžimai 
ekvivalentūs pateiktiems 31 skyrelyje. | 

Ši prielaida yra teisinga. Išsamiau panagrinėkime didėjimą. Pagal naują apibrėžimą 
seka (х,) didėja tada ir tik tada, kai visiems natüriniams m ir n iš nelygybės m < n išplaukia 
nelygybė: 

Xm < Xn. (1) 


Aišku, kad šiuo atveju su bet kuriuo natūrinių m 
Xm € Xm 1. (2) 


* Atkreipkite dėmesį į tai, kad tam tikrais pritaikymo atvejais, ypač kai nepriklau- 
somas kintamasis (argumentas) yra laikas, dažnai funkcija ir jos reikšmės žymima ta 
pačia raide. 
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Jeigu (2) nelygybė yra teisinga su bet kuriuo natüriniu m (pagal didėjančios sekos apis 
brėžimą, pateiktą 31 skyrelyje), tai iš nelygybių grandinėlės 


Хт <Хт+1< ... < Xn 


visiems m (п> m) gauname (1) nelygybę. 


Pratimai 


Nustatykite funkcijų f didėjimo ir mažėjimo intervalusį 
1 


282. у(х) = —8х+2. 290. f (x)=x7. 
283. f(x) 2 ix- 2]. 291. f (x)= m 
284. f(x) = — i xt 2. 292. pd 
285. f (x) = (x — 2). 293. joii. 
286. /(х)--(х-3р. 294. у(х) =2^. 
287. у(х) = — 2 - 6x — 7. 295. f (a) = (5). 
288. /(х)= 2. 296. ў (х) = Ig x]. 


289. у(х) = — L. 297. f (x) =18 |х]. 


36. Funkcijos pokytis 


Formulės 
у=/(х) 


kintamasis x vadinamas nepriklausomu kintamuoju (arba funkcijos argu- 
mentu). Kiekvieną jo reikšmę iš funkcijos f apibrėžimo srities D (f) ati- 
tinka tam tikra priklausomo kintamojo y reikšmė y=f(x) iš funkcijos 
f reikšmių aibės E (f)*. 

Jeigu x ir xo yra dvi nepriklausomo kintamojo reikšmės iš D (f), tai 
jų skirtumas x—x, yra vadinamas nepriklausomo kintamojo pokyčiu ir 
žymimas Ax (skaitoma: „delta iks“). Vadinasi, Ax —x—x,, o iš čia 


x= x + À x. 
Sakoma, kad nepriklausomo kintamojo pradinė reikšmė хо „įgijo po- 
kytį Ax“. Dėl to funkcijos reikšmė pasikeis dydžiu 
_ f (x) —J (xa) =f (xo + А x) —f (ху). 


* Susitarus nepriklausomą kintamąjį žymėti raide x, formule f(x) =y=xš— 3x išreikš- 
ta funkciją f galima trumpiau vadinti „funkcija х — Зх“ arba „funkcija y=x3— Зх“. 
Ateityje mes dažnai vartosime tokius sutrumpintus posakius. 
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Šis skirtumas tarp funkcijos naujos reikšmės /(x,+Ax) ir jos pradinės 
reikšmės f (хо) yra vadinamas funkcijos f pokyčiu taške x, ir žymimas sim- 
boliu Af(x,) (skaitoma: ,,delta ef taške x“). Taigi Af (xy) =f(x -Ax)— 
=f (xo). 

Trumpiau Af (xo) vadinamas priklausomo kintamojo pokyčiu ir žymimas 
Af arba Ay (30 pav.). 


9 
— — 
C Х 
30 pav. . 31 pav. 


Vartojant jvestus terminus, didėjančių ir mažėjančių funkcijų apibré- 
žimus galima pasakyti kitaip. 

Funkcija vadinama didėjančia, jeigu kiekviename taške x, teigiamus 
nepriklausomo kintamojo pokyčius atitinka teigiami funkcijos pokyčiai; 
mažėjančia, — jeigu kiekviename taške x, teigiamus nepriklausomo kin- 

"tamojo pokyčius atitinka neigiami funkcijos pokyčiai. Be to, jei kalba- 
ma apie didėjimą ar mažėjimą ne visoje realiojoje ašyje, o tik kokiame 
nors poaibyje E, tai turimi galvoje tiktai nepriklausomo kintamojo poky- 
čiai, pereinant nuo šios aibės taško x, prie tos pačios aibės taško x. 

Išnagrinėkime du pavyzdžius, iš kurių lengviau suprasime svarbaus 
kurso skyriaus, skirto diferencialinio skaičiavimo pradmenims, pagrindi- 
nę idėją (diferencialinis skaičiavimas yra pagrindinis šio ir tolesnių va- 
dovėlio skyrių turinys). 

Pirmasis pavyzdys bus labai paprastas. Funkciją / (х)=х? tirsime nau- 
ju metodu. Apie šią funkciją mažai ką nauja sužinosime, tačiau suvoksi- 
me naujo metodo esmę. 

Antrasis pavyzdys bus įdomesnis. Ištirti funkcijos / (x) 2x? — 3x didė- 
jimą ir mažėjimą jau žinomais būdais būtų nelengva. Naujuoju metodu 
tai padaryti labai lengva. 


1 pavyzdys. Ištirkite funkcijos 
f(x) x 
didėjimą ir mažėjimą. 
Apskaičiuokime funkcijos pokytį taške x: 
Af (x) «f (x -- Ax) -f (X) = (х+ А х)#—х”=9х A x (А х). 
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Jeigu pokyčio Ax modulis yra mažas, tai jo kvadratas bus daug mažesnis. 
Pavyzdžiui, jeigu Ax=0,001, tai (Ах)? =0,000001. Todėl 


2x Ax 
natūralu laikyti funkcijos pokyčio pagrindine dalimi ir galvoti, kad ii 
jos vienos bus galima spręsti apie funkcijos didėjimą arba mažėjimą. 
Jeigu Ax yra teigiami, tai: 


2x Ax»0, kai х>0; 
2xAx<0, kai x<0. 


Taigi mes dar kartą įsitikinome, kad funkcija x—x? iš tikrųjų mažėja 
neigiamojoje pusašėje ir didėja teigiamojoje (31 pav.). 
2 pavyzdys. Ištirkite funkcijos 
f(x) = x° — 3х 
didėjimą ir mažėjimą. 
Vėl apskaičiuojame funkcijos pokytį bet kuriame taške x: 
Af (x) 2 (x - Ax)? —3 (x+ Ax) – (x Зх). 


Sugrupave narius su vienodais pokyčio 
Ax laipsniais, gauname: 


A f (x) = (3x3 — 3) A x + 3x (А х)? + (^ x}. 
Pokyčio pagrindine dalimi čia natūralu 
laikyti reiškinį 

(3x? — 3) A x. 


Jeigu taške x koeficientas 3x?—3 0, tai 32 pav. 

su pakankamai mažais Ax>0 turėsime 2 

Аў> 0. Iškyla hipotezė: jeigu kokiame nors intervale 3x?—3 >0, tai šiame 
intervale funkcija didėja, o jeigu 3x?—3 <0 — mažėja. 

“ Vėliau susipažinsime su bendrais principais, kuriais remdamiesi šią 
hipotezę įrodysime, neatlikę painių skaičiavimų. Belieka įštirti, su kuriais 
x reiškinys 3x?—3 teigiamas, o su kuriais x — neigiamas. Išsprendę lygtį 


3x2—-3=0, 


gauname dvi šaknis x,— —1, x4—1. Reiškinys 3x?—3 intervale ]—1; 1[ 
tarp šių šaknų yra neigiamas, o kai x< —1 ir kai x» 1, jis yra teigiamas. 
Vadinasi, funkcija / (x) 2x? —3x didėja intervale] — oo; —1], mažėja inter- 
vale [—1; 1] ir vėl didėja intervale [1; + oo[ (32 рау.). Kai х= —1, turime 
f(—1)22. Tai yra funkcijos maksimali reikšmė ta prasme, kad į kairę nuo 
taško х=—1 funkcija didėja, o į dešinę nuo jo — mažėja. Analogiškai 
reikšmė /(1)= —2 yra minimali (į kairę nuo taško x=1 funkcija mažė- 
ja, o į dešinę nuo jo — didėja). Sakoma, kad ši funkcija taške x= —1 turi 
maksimumą, o taške x=1 — minimumą. 
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Pratimai 


298. Raskite funkcijos у=2х+5: 


299, 


300. 


301. 


302. 


303. 


304. 


305. 


306. 


а) х, kai х,=3, o Ax «0,2; 
b) x, kai x,=4, o Ax — 4,02; 
с) Ay, kai х.=4, о Ах=0,1; 
d) Ay, kai x =7, о Ах=0,01. 


Raskite funkcijos у=х?: 

a) pokytį Ax, kai x=2,5 ir x,=2, ir atitinkamą Ay; 

b) pokytį Ax, kai x=3,9 ir x,=3,75, ir atitinkamą Ay. 
Raskite funkcijos y= : pokyti Ay, kai: 

a) ху-9, Ах=0,06; с) х=5,06; Ax= – 0,3; 
b) х= 4,02;. ^x 20,02; d) x26; Ax= —0,02. 


Parašykite funkcijos pokytį taške x, atitinkantį argumento ийг 
Ax, šių funkcijų: 


а) у=5—3х; с) / (x) = 355; 

b) y=2V x; d) f(x) 2x х2. 

Raskite f(x+h), /(х+ - fq), АГ, kai; 
а) f(x) = x°; c) Pobla 

b) f(x) 2 kx b; d) f(x) 2x3. 

Raskite fetare , kai: 

a) f(x) = xš; b) f(x)= x. 

Raskite - 25 )-3/0947(8-8) kaj: 


а) /(х)=х; b) /(x)= š. 

Įrodykite, kad funkcijos f(x)=kx+ b pokytis reiškiamas taipi 
Af (x) 3k Ax. 

Raskite funkcijos /(x)=ax*4+bx+c pokyčio pagrindinę dalį. 


37. Išvestinė kaip funkcijos kitimo greitis | 


Pavyzdys. Nagrinékime Кйпо kritima, kai nueitasis kelias s уга lai- 
ko t funkcija, reiškiama formule | 
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2 


Nagrinéjame kokį nors laiko momenta & ir laiko intervalą Af nuo momento. 
t, iki momento 
t=t,+At. 


Per šį laiką kūnas nueis kelią 
As=s(()-s(4)=Ž (+A — fügt At (At. 


I$ fizikos Zinome, kad santykis 
As g 
"АТ = gl, + F At 
yra kūno vidutinis greitis laiko intervale [fo; fo-- At]. 
Laikydami, kad g —9,8, apskaičiuokime vidutinį greitį įvairaus ilgumo 
laiko intervaluose, prasidedančiuose laiko momentu 1,—2. 
At 1 0,1 0,01 0,001 : 


At 24,5000 | 20,0900 | 19,6590 | 19,6049 
° | 


Matome, kad vidutinio greičio apskaičiuotoji reikšmė, kai A£ mažas, 


-yra labai artima reikšmei 
gto = 19,6. 


Tą reikšmę vadinsime vidutinio greičio riba, kai At artėja prie nulio, 
ir žymėsime 


Čia mes susiduriame su nauja sąvoka, besiskiriančia nuo sekos ribos. 
sąvokos. Šią naują funkcijos ribos sąvoką griežtai apibrėšime 38 skyrelyje. 
Natūralu, kad bet kokiam to 
As 
lim — — gt 
At—0 At sn 
I3 fizikos jau Zinote, kad 
o= gt 
yra krintančio kūno momentinis greitis laiko momentu f. 


Analogiškai vidutiniam ir momentiniam judančio kūno greičiui: 
vidutiniu funkcijos kitimo greičiu intervale 


[xs x]=[xo; X) + Ax] 
vadinamas funkcijos ir nepriklausomo kintamojo pokyčių santykis: 


А/(х) _ /(%»+Ах)—/'(%) 
Ах Ах A 


Vidutinio greičio riba, kai nepriklausomo kintamojo pokytis artėja: 
prie nulio, 
lim LC = = lim ы ZS (xo) 
Axo АХ Ax—0 x 


vadinama funkcijos kitimo greičiu taške хо. Funkcijos kitimo greitis taš- - 
ke x, visada vadinamas išvestine. Funkcijos f išvestinė taške хо žymima 
/' (хо, todėl pagal apibrėžimą 


, ї J Qa + Ax) — f (хо) 
= lim LAHAD S - 
(х0) ет Ах 


Jeigu x, laikysime kintamuoju, tai išvestinė bus nauja šio kintamojo 
Tunkcija. Ši funkcija bus žymima tiesiog f“. 

Pateiksime pavyzdžių, iaikydami tokius samprotavimus kol kas pres 
liminariais, nes dar neapibrėžėme funkcijos ribos. 

1 pavyzdys. Raskite funkcijos f (x)=kx+b išvestinę. 


A f (ху) = k (xo-- А х)+ b — (kxy--b) -k Ах, 
/ 
742) s Are) =k. 
Pastovaus dydžio riba yra lygi jam pačiam. Todėl su bet kuriuo хо 
Р (x) =k. 
2 pavyzdys. Raskite funkcijos /(x)=x* išvestinę, 
Af (хо) 2 2xy A x+ (^ x}, 


А 
Ас». =2x,+Ax. 


Kai Ax artėja prie nulio, gauname: 
| , НЭГЭ A f (хо) - 
f (xo) id iin Ах = 2х.. 


Si rezultatą palyginkime su funkcijos y = х? grafiku (žr. 31 pav.). 
Iš grafiko matyti, kad tuomet, kai x didėja nuo — oo iki + oo, funkcija 
iš pradžių mažėja labai greitai, o paskui vis lėčiau, kol jos kitimo greitis 
virsta nuliu (kai x=0), o paskui pradeda vis greičiau ir greičiau didėti. 
Tai visiškai atitinka gautąją išvestinės formulę, kurią įprasta rašyti taip: 


(x?) =2x. 
3 pavyzdys. Raskite funkcijos / (x) —x?—3x išvestinę. 
A f (x) = (332 — 3) A x + 3x (A x} + (A x}. 
A м0 
АЛО) за 3+3xAx+(A x. 


ARMAN 
Aišku, kad, pokyčiui Ах artėjant prie nulio, suma 


ЗхАх+(А х)? 
irgi artėja prie nulio. Todėl 


(2 ` A/ (X) 2 
Р(х) = lim ———' =3x2—3. 
( ) Ax—Ü Ax 7 
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Šį rezultatą palyginkite su gautuoju, 
nagrinėjant 36 skyrelio 2 pavyzdį. 
Matote, kad iš išvestimės ženklo "buvo 
galima spręsti, kur funkcija didėja, 
o kur mažėja. Funkcijos minimumas 
ir maksimumas buvo tuose “ taš- 
kuose, kuriuose išvestinė lygi nuliui. 
Vėliau pamatysime, kad pastebėtieji 
dėsningumai teisingi ir bendruoju at- 
veju. 33 paveiksle grafiškai pavaizduo- 
ta funkcija /(x)=x3—3x ir jos išvesti- 
nė f'(y)23x?—3. Brėžinyje stebėkite, 
kaip išvestinės reikšmės ir ženklas ati- 
tinka funkcijos kitimo eigą. 

Trumpai susipažinę su išvestinės 33 pav. 
sąvoka, išspręsime tokį uždavinį. 

Uždavinys. Iš kvadratinio skardos lapo, kurio kraštinė lygi a, rei- 
kia padaryti iš viršaus atvirą dėžutę, išpiovus kampuose (34 pav.) kvad- 
ratėlius ir užlenkus kraštus. Kokia turi būti dėžutės kraštinė, kad jos 
tūris būtų maksimalus? 


Dėžutės pagrindo kraštinės ilgi pažymėkime raide x. Išpiautųjų kvad- 
ratėlių kraštinių ilgis bus lygus = (a — x), o dėžutės tūris 


V (х= (a-x)x*. 


Reikia rasti maksimalią šios funkci- 
jos reikšmę intervale 0 <x<a. Funkci- 
jos grafikas nubraižytas 35 paveiksle. 
Jis nubraižytas, atsižvelgiant į pastabas, 
skirtas 3 pavyzdžiui. Iš pradžių, kaip ir 
ankstesniuose pavyzdžiuose, rasime iš- 
vestinę: 


V' (х) = -$ x2+ ax. 


34 pav. . 


4 Algebra ir analizės pradmenys IX—X КЇ, 97 


Sia išvestinę prilyginę nuliui, gauname lygtį 


- : х2--ах--0, 

БҮС, EC 2 Š 2 T Я š 
kuri intervale ]0; a[ turi vienintelę šaknį х= та. T$ grafiko matyti, Каа 
се 5 И > 2 га 
tūrio V maksimali reikšmė gaunama, kai х= за, t. y. kampuose reikia 


išpiauti kvadratélius, kurių kraštinės būtų 


5 (2-5 al 
PJ a за) = а. 


Tuomet gausime maksimalų dėžutės tūrį: l ын 
г жаа. So. : 
Vax=(5 a) “6 а= 97 a. 


Funkcijų maksimumu іг minimumų sistemingai dar ieškosime 55 sky- 
relyje. \ | 


Pratimai 


307. Panaudodami išvestinę, nubraižykite šių funkcijų grafikus: 
a) y2x3—3x?—2; b) y2x*—2x*. : 

308. Iš stačiakampio kartono lapo, kurio kraštinės lygios 1 m ir 1,6 m, 
padarykite iš viršaus atvirą dėžutę, išpiovę kampuose kvadratėlius. 
Kokie turi būti dėžutės matmenys, kad jos tūris būtų didžiausias? 


38. Tolydžiosios ir trūkiosios funkcijos. Funkcijos riba 


Braižant funkcijos grafiką iš atskirų taškų, jums dažnai būdavo pata- 
riama per pažymėtus popieriuje taškus brėžti ,,tolydZia kreivę“. Tačiau 
34 skyrelyje susipažinote su tokiomis funkcijomis, kurių grafiką sudaro 
atskiros atkarpos, viena su kita „tolydžiai“ nesujungtos. Pavyzdžiui, 


funkcija 
/(х)={х}, 


kurios grafikas nubraiZytas 25 paveiksle, kiekviename intervale [n; п+1] 
(n — sveikasis skaičius) ,,tolydZiai* didėja, artédama prie vieneto, bet jo 
nepasiekia, o taške х=п-Е1 staiga šuoliu grįžta prie nulio, nuo kurio 
ji pradėjo laipsniškai didėti taške х=л. 

Todėl reikia būtinai skirti tolydžiąsias ir trūkiąsias funkcijas. Pa- 
vyzdžiui, minėtoji funkcija, „trupmeninė x dalis“ yra tolydi visuose taš- 
kuose x, išskyrus sveikuosius taškus, kuriuose ji yra trūki. 

Funkcijos f tolydumo taške x, apibrėžimą galime suformuluoti jau 
dabar: funkcija f vadinama tolydžia taške ху, jeigu, taškui x artėjant 
prie taško хо, funkcijos f (x) reikšmė artėja prie reikšmės f (xq). Tačiau šis 
apibrėžimas vėl remiasi funkcijos ribos sąvoka. Todėl iš pradžių susipa- 
žinsime su funkcijos ribos sąvoka. 
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Toliau, 41 skyrelyje, sužinosime, kad bet koks daugianaris yra toly- 
džioji funkcija. | 

Išsiaiškinkime teiginio ,,kai x artėja prie a, funkcija f (x) turi ribą b“ 
griežtą prasmę. Tokį teiginį mes jau buvome užrašę taip: 

lim f (x) =, 

tačiau tikslaus apibrėžimo dar neformulavome. 

Pradėkime nuo labai paprasto pavyzdžio. Panagrinėkime funkciją f, 
išreikštą lygybe 

f(x)=2x+1. 
18 jos grafiko (36 pav.) matome, kad, taškui 
x artėjant prie taško a=], šios funkcijos 
reikšmės artėja prie skaičiaus b=/(1)=3. 
Natūralu laikyti, kad skaičius 3 ir.yra šios 
funkcijos riba, kai x artėja prie 1: 
lim (2x + 1) 23. (1) 
x1 

Kokia šio teiginio griežta prasmė? 

Apskaičiuokime skirtumą 

f(x)-3=(2x+1)-3=2(x-1). 
Jo modulis 
U()-31=|2(x—1)|=2|x—1| 


yra atstumas tarp skaičiaus f(x) ir skaičiaus 3. Šis atstumas bus шайез- 
nis už 0,01, kai | 


36 pav. 


(х-1|«0,005, 
t. у. kai х priklausys intervalui (0,995: 1,005[. 
Norint, kad bütu teisinga kita nelygybé: 
| | f(x) 231 < 0,0001, 
uZtenka, kad skaicius x tenkintu nelygybe 
(x—11«0,00005, 


t. у. kad x priklausytų intervalui ]0,99995; 1,00005[. 
Apskritai, imdami bet kokį (kiek norima mažą) skaičių =>0, mes ga- 
lime teigti, kad skirtumo f (x) —3 modulis bus mažesnis už e, kai 


\х—1|< 3 . 
Čia esmė yra ta, kad kiekvienam teigiamam skaičiui e galima parinkti 
tokį mažą teigiamą skaičių 8 (šiuo atveju 8-5) , kad i$ nelygybés 
|x—1 <à 
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išplauktų nelygybė 
If (x) - 3i «e. 
Čia ir yra (1) teiginio prasmė. 

Apibrėžimas. Skaičių b vadiname funkcijos f(x) riba, kai x artėja 
prie a, jeigu bet kurį teigiamą skaičių e atitinka toks teigiamas skaičius 9, 
kad visiems х#а tenkinantiems 
nelygybę 

\х—а|<8, 
уга teisinga nelygybé 
|f (9) -51« e. 

Nelygybé |x—a|«9 yra ekvi- 

valenti dvigubai nelygybei 


а-%<х<а+д. 


Kai 8 уга bet kuris teigiamas ѕКаі- 
čius, intervalas ]a—3; а--8| vadi- 
namas taško a aplinka. Vartodami 
37 pav. šį terminą, funkcijos ribos apibrė- 

žimą galime suformuluoti taip: 
Skaičių b vadiname f (x) riba, kai x artėja prie a, jeigu bet kokį e <0 
atitinka tokia taško a aplinka kad visiems xa iš nor aplinkos (37 pav.) 


If (x) - 5| «e. 


Iš funkcijos ribos apibrėžimo matyti, kad egzistuotų /(x) riba taške 
a, būtina, jog funkcija f (х) būtų apibrėžta visuose tam tikros taško a ap- 
linkos taškuose, išskyrus nebent patį tašką a. 


Išlyga, kad funkcija f(x) gali nebūti apibrėžta taške x=a, yra esminė. Be jos ne- 
būtų galima ribos sąvokos taikyti išvestinei apibrėžti formule 


f: (х) = li lim MO (а) 
A f(x) 
Ах 


nes, kai Ax=0, trupmena neturi prasmés. 


1 pavyzdys. Įrodykime, kad pastoviosios funkcijos riba yra lygi jai 
pačiai. Iš tikrųjų, jeigu /(x)=k visiems x i$ tam tikro intervalo, kuriame 
yra taškas a, tai tokiems x 


If(x)-k|=|k-k|=0<e 
(= — bet kuris teigiamas skaičius). Vadinasi, 
lim f (x) = lim k= k. 
2 pavyzdys. Panagrinėkime funkciją /(x)=x ir įrodykime, kad 


lim x=a. 


xa 
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Iš tikrųjų, jeigu = — bet kuris teigiamas skaičius, tai parinke б=е, 
gausime: 
If(x)—-a|=|x-a|<ą, 
kai tik |х—а|<8. 
3 pavyzdys. Funkcija 
9 


70)- E 


yra apibrėžta visur, išskyrus tašką х= —3. Įrodykime, kad šios funkcijos 
riba, kai x artėja prie —3, yra lygi —6. 
Iš tikrųjų, kai xZ —3, 


| 57 -(-6) |-1+-3+6|=|x+3|=|x—(-3)|. 
Vadinasi, 
| xi—9 . . 
P —(—6) |<s, kai |х—(—3)|<є ir хж-48. 


Todėl bet kuriam teigiamam skaičiui e, parinkus ==, kai | x—(—3)|<$ 
ir x -3, 


x—9 
| x13 —(-6) |«s. 
Tai ir reiškia, kad 
йй sg 
х-»-3 x+3 оо 


, 


4" pavyzdys. Įrodykite, kad lim x2=1. 
xi 


Įrodymas. Reikia įrodyti, kad kiekvieną teigiamą skaičių = atitinka 
toks teigiamas skaičius 9, kad visiems x, tenkinantiems sąlygas 


1х-1|«8 ir xzl, (2) 
yra teisinga nelygybé | 
(Х2-1|«є. (3) 
(3) nelygybę dar galime taip parašyti: | 
| |х-11:|х-1|«є. (4) 
Parinkime 81. Tuomet 
|x-1]«l, ty. -l1«x-1«l. 
Pridéje prie abiejų šios dvigubos nelygybės pusių po 2, gausime 
1<х+1<3. 
Vadinasi, 
[х+11<3. 


Todėl tie x, kurie tenkina nelygybę 
3Ix—li«s, (5) 
tenkins ir (4) nelygybę, o tuo pačiu ir (3) nelygybę. 
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Iš (5) nelygybės matyti, kad, parinkus 8, lygų maZesniajam iš dviejų 
skaičių 1 ir 5 „iš (2) nelygybės išplaukia (3) nelygybė. 

Iš pastarojo pavyzdžio paaiškėja, kad rasti funkcijos ribą, tiesiog re- 
miantis apibrėžimu, yra gana sudėtinga. Praktikoje naudojamasi ribų 
teoremomis iš 40 ir 41 skyrelio. 

Pratimai 


Remdamiesi funkcijos ribos apibrėžimu, įrodykite šias lygybes: 


309. lim (2x) =6. 310. lim (5 3x) -4. 
x3 1 
x 
311. lim 5-1, 312. lim|x|=0. 
x-—3 X x0 


313. lim V х= Va, jei a>0. ` 
х-»а 
Nurodymas. Remkités tuo, kad 


Vx- Ven VI. 


39. Ribos vienaties teorema 


Teorema. Jeigu funkcija f (x) turi ribą, kai x artėja prie a, tai ši 
riba yra vienintelė. 
Įrodymas. Jei lim f (9 b ir lim f (x) 2c, tai kiekvieną =>0 atitinka 


toks 8>0 (kodél?),. kad visiems x za, tenkinantiems nelygybę 
[x—a|«8, 
būtų teisingos tokios dvi nelygybės: 
17()-51« 5 ir |/(ху—с|<. 


Tačiau tuomet 
0-1 [о] [709] 1л 116097019 Me. 
Vadinasi, neneigiamas skaičius | р — с | yra mažesnis už bet kurį teigiamą 
skaičių. Toks skaičius gali būti tiktai nulis. Todėl 
įb-c|=0, b-c=0, taigi b=c. 


Vadinasi, kiekviena funkcija nurodytame taške gali turėti ne daugiau 
kaip vieną ribą. Pateiksime pavyzdį funkcijos f(x), kuri tam tikrame taš- 
ke x, visai neturi ribos, nors ir yra visur apibrėžta. Tokia yra funkcija 

(х) = J. 
Iš grafiko (24 pav.) matyti, kad ji yra trüki, kai nepriklausomo kintamojo 
reikšmės yra sveikos. Parodysime, kad neegzistuoja lim [x]. Irodinésime 
xl 
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prieštaravimo metodu. Tarkime, kad riba egzistuoja ir yra lygi a. Tuomet 
arba а> A , arba a< = Imkime += + ir parodykime, kad bet kurioje 
taško 1 aplinkoje galima rasti taškų x#1, kuriems | [х]—а |>e. Tai prieš- 
tarauja ribos apibrėžimui. 

Kai а> 5 , — tai intervalo [0; Ц taškai x. Jei x priklauso šiam in- 
tervalui, tai [x] - O, todėl 

1 1 
[ж-а|=1!0.—а|=|а|> “Байг =. 
Kai a< 5, — tai intervalo 11: 2[ taškai. Jei x priklauso šiam in- 


tervalui, tai [x] 2 1, todėl 


Ip]—-a|211-—a!z 


Pratimai 

314*. Įrodykite, kad funkcijos у= [x] riba, kai x artėja prie 3, neegzistuoja. 

315*. Įrodykite, kad funkcijos y= {х} riba, kai x artėja prie —2, neegzis- 
tuoja. 

316. Įrodykite, kad neegzistuoja funkcijos 


I 1, kai x»0, 
fe —], kai x<0 


riba, kai x artéja prie nulio. 

317. Paaiškinkite, kodėl funkcija, kurios grafikas pavdizduotas 38 paveiks- 
le, neturi ribos, kai x artėja prie 1,9. 

318. Paaiškinkite, kodėl funkcija, kurios grafikas pavaizduotas 38 paveiks- 
le, turi ribą, kai x artėja prie —1. Kam lygi ta riba? 
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319. Paaiškinkite, kodėl funkcija, kurios grafikas pavaizduotas 38 pa- 
veiksle, turi ribą, kai x artėja prie 2,5. Kam lygi ta riba? 

320. Paaiškinkite, kodėl funkcija, kurios grafikas pavaizduotas 39 pa- 
veiksle, turi ribą, kai x artėja prie 1. Kam lygi ta riba? Kam yra 
lygi funkcijos reikšmė, kai x=17 


40. Ribų teoremos 


Svarbiausios funkcijų ribų teoremos, palengvinančios apskaičiuoti 
ribas, yra analogiškos atitinkamoms sekų ribų teoremoms. Būtent, funk- 
cijoms yra teisingos šios trys teoremos, siejančios aritmetikos veiksmus 
su ribų veiksmais. 


l teorema. Jei egzistuoja funkcijų f ir g ribos, kai x artėja prie a, 
tai egzistuoja ir jų sumos riba, lygi funkcijų f ir g ribų sumai: 


lim (Лод) = lim f(x) -lim g (9. 


xa 
2 teorema. Jei egzistuoja funkciju f ir g ribos, kai x artéja prie a, 
tai egzistuoja ir jų sandaugos riba, lygi funkcijų f ir g ribų sandaugai: 
lim ( Ро) (х)) =1im f(x) -lim g (9). 
xa xa х-»а 


3 teorema. Jei egzistuoja funkciju f ir g ribos, kai x artéja priea, 
ir funkcijos g riba nelygi nuliui, tai egzistuoja ir santykio £ riba, lygi 
funkciju f ir g ribu "santykiui: 


lim 
lim Z0 = Ed 
жэза &(х) lim g(x) ° 


2 teoremos išvada. Pastovųjį dauginamą jį galima iškelti už ri- 
bos ženklo. 


Iš tikrųjų 
lim (reo) = lim k-lim f (x) = k -lim f (x). 


xa 
1, 2 ir 3 teoremas-pateikiame neįrodę. Matematinės indukcijos metodu 
1. teoremą galima apibendrinti п dėmenų, о 2 teoremą — п dauginamųjų 
atvejui. 


Šioms teoremoms įrodyti įvedama nykstančios funkcijos sąvoka: funkcija « vadi- 
nama nykstančia, kai x artėja prie a (arba taške a), jei lim а (x)=0. Vėliau yra įro- 
& A : х-»а 
domos nykstančių funkcijų teoremos, analogiškos nykstančių sekų teoremoms, ir, jo- 
mis remiantis, irodomos ribų teoremos visiškai taip pat, kaip ir 28 skyrelyje. Siu įrody- 
mų čia nepateikiame. 
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Pratimai 


Apskaičiuokite ribas: 


321. lim (У x Зх). 322. lim (73x - х2). 
x4 x——2 

323. Um (х5) 6 5x95). 324; lim УЗ. 
x5 x—2 


34x 

325", Suformuluokite ir įrodykite nykstančių funkcijų teoremas, апа10- 
giškai, kaip 28 skyrelyje. 

326*. Remdamiesi nykstančių funkcijų teoremomis, įrodykite ribų teore- 
mas. - 


41. Racionaliuju funkciju tolydumas 


Prisiminsime, kad bet kuri sveikoji racionalioji funkcija išreiškiama 
daugianariu, o bet kuri trupmeninė racionalioji funkcija — dviejų daugia- 
narių santykiu. 

Remiantis ankstesnio skyrelio teoremomis, galima apskaičiuoti dau- 
gianarių ribas; o su tam tikrais apribojimais — ir trupmeninių racionaliųjų 
funkcijų ribas. Sakykime, kad, pavyzdžiui, reikia apskaičiuoti ribą 


Kadangi lim x=3, tai iš sandaugos ribos teoremos išvedame: 
х-»3 


lim x? = lim (x- -x)= lim x- lim x=3-3=9. 


: x3 x3 x3 
Iš šios teoremos išvados turime: 
lim 3x2=3-9=27 ir lim2x2=2-9= 18. 
хәз 


x3 
Remdamiesi sumos ribos teorema, gauname: 
lim (3x2 — 2) 227 —2— 25, 
x3 


lim (2х2 4-7) 2184-7 — 25. 


х-»3 


Pagaliau, remdamiesi dalmens ribos teorema, gauname: 


lut 2 
x3 2x*--7 25- 


Tačiau toks tiesioginis ankstesnio skyrelio teoremų taikymas yra perdaug 
painus. Patogiau remtis dviem tokiomis teoremomis: 
1 teorema. Bet kokio daugianario P (x) riba, kai x artėja prie x, 
yra lygi P (хо). 
Iš pradžių irodysime, kad bet kuriam natūriniam n 
lim x" = xg. (1) 


x» 
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Įrodinėsime matematinės indukcijos metodu. 
1) Kai n=1, turime: lim x —x,, t.y. teiginys yra teisingas. 
х-»Хо 
2) Tare, kad tam tikram л 
i lim x" = хо, 
X—X, 
gauname: 
lim x**1= lim (x^- x) = lim х". lim x x1: xy xt*!. 
х-»Х, х-»Х, X—X, X—X, 
Iš 1) ir 2) bei matematinės indukcijos principo vedame, kad (1) formulė 
yra teisinga bet kuriam natūriniam n. 
Remdamiesi (1) formule, įrodysime 1 teoremą. Imkime bet kokį n 
laipsnio daugianarį: 
Р(х)=ах"- а, х771--...--адүХ-Е4,д) agz0. 
` Apskaiciuokime jo ribą, kai x artėja prie хо: | 
dim P (x) = lim (ag x") + lim (a, ын +... + lim (2, ух) + іта, = 
х-»Ху х—>х, х—>х, х-»Х, хх, 
=a x0(+a,x0" l+ ...+a,-ixo +a,= P (ху). 
Remdamiesi 1 teorema, galime i$ karto parašyti, pavyzdZiui, kad 
lim (x —4x?4-2x 1) 228—4.22.-2.2—1 — —5. 


х-»2 Л 
Bet kokią trupmeninę racionaliąją funkciją galima išreikšti santykiu 
_ РО) 
R (х) = Q (x) , 


| kurio P (x) ir Q (x) — daugianariai. Ji yra apibrėžta toms nepriklausomo 
kintamojo reikšmėms, su kuriomis vardiklis О nelygus nuliui. Iš dal- 
mens ribos teoremos, kai О (x) 0: 


PO lim P (x) Р(х) 
Та Ros m" YT шш, С 
х-»Х 


Todėl yra teisinga teorema: | 
2 teorema. Jeigu skaičius xy priklauso trupmeninés racionaliosios 
funkcijos R apibrėžimo sričiai D (R), tai 
lim R (x) = R (xj). 
X— xo 
Pavyzdžiui: © 
im 3—2 — 3.3—2 = 1 
sas tI 2-841 


Pastaba. 2 teoremos negalima betarpiškai taikyti, apskaičiuojant 
trupmeninės racionaliosios funkcijos ribą taške, kuriame ji nėra apibrėžta. 
Pavyzdžiui, funkcija 
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nėra apibrėžta taške х=1. Tačiau, Ка х5 1, 


f6)= e-De*n. x4]. 


Todėl 
S 4—1 Ç 
lim yoi + 1)=1+1=2. 


xi 


Skaičiuodami ribas, jau matėme, kad daugelis funkcijų tenkina lygybę 


Наэ? (а). (2) 


Ateityje turésime funkciju pavyzdZiu, kai (2) lygybé néra teisinga. To- 
kios funkcijos vadinamos trūkiosiomis, o taškas a vadinamas jų trükio 
tašku. Tokios funkcijos, kurios tenkina (2) lygybę, vadinamos tolydžiomis 
taške a. 

Dabar 1 ir 2 teoremą galima suformuluoti taip: daugianariai yra 
tolydūs, esant bet kurioms nepriklausomo kintamojo reikšmėms; racio- 
naliosios funkcijos yra tolydžios, esant bet kokioms nepriklausomo kin- 
tamojo reikšmėms, su kuriomis jos yra apibrėžtos. 

Iš 40 skyrelio ribų teoremų išplaukia, kad kuriame nors taške tolydžių 
funkcijų suma, sandauga arba dalmuo irgi yra tolydi funkcija tame 
taške. Dalmens atveju dar reikia patikrinti, kad nagrinėjamame taške 

n 


vardiklis пеуігѕіц nuliu. Vėliau įrodysime, kad funkcija /(5)-1 x 
yra tolydi, kai x>0 ir n — bet kuris natūrinis skaičius. Pažymime, kad 
tai yra įrodyta, sprendžiant 313 pratimą, kai n=2. 


Pratimai 
Raskite ribas: 
327. lim (32--0х2-3х-4) 334. lim +1. 
х-»-1 x——! x+1 
Зла 2x41 x-8 
SES Hm wins" MEC ITA 
329. lim +2, 336*. lim Ух, 
х-»-2 8х3-1 x0 Vx+x 
Ў 2 : A +3x42 
330. lim (4x? — 2x 4- 1). 337. dm оаа 6 ° 
2 5х3--4х2--3х--2 ç 8х2--2х-1 
Ub HEU ера е ний 22:46 
20 (x1) (8—1) . Vx-1-2 
332. lim “хүмүү 339. lim AZ. 
: 28 — х°+1 x+3 
333. lim = --, 340. lim -----, 
NET х+2 I V x+4-—-1 ` 
2 ` 
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ТТТ 
PERENNE 


НЕНЕНЕННЕНЫЕНЕНЫЯ 1 
ШимШишт ин ЕЕ 
TTT 


341. lim 
x8 


342. lim -,*71—. 


х— — 


343. lim узист 
hi0 

344. 38 — 42 paveiksle pavaizduo- 
ti funkciju grafikai. Kurios 
šių funkcijų yra tolydžios, o 


--H-H-H-H2-HH-H2HH kurios — trükios? Nurodyki- 
-----H-EHH-H-HHH Ш te trükio taškus. Nurodykite 


funkcijos reikšmę trükio taške. 

42 pav. Nubraižykite toliau pateiktų 

funkcijų grafikus. Nurodyki- 

te, kuriuose taškuose šios funkcijos yra tolydžios, o kuriuose — trū- 
kios. Nurodykite funkcijos reikšmę trükio taške: . 


345, а) »-| 2—x, kai x«0, b) ›-| х-1, kai х0, 
x, kai x20; 1-x, kai x>0. 
346. а) »-| 2x3, kai x«l, b) | 1+3х, kai х«-1, 
1-2х, kai x>1; —Х,‚ kai х»-1. 
š, kai x< –3, ' “| х, kai же ы, 
347. а) у= b) у= j i 
x42, Ка х»-43, --1, kai х> =. 
x 2" 
2-x, kai x«l, | (sj. kai х«-1, 
348. а) | lgx, kai x>1; "t а 
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$ 9. 
ISVESTINÉ 


42. Išvestinės apibrėžimas 


37 skyrelyje funkcijos f išvestine f” (хо) taške x, pavadinome ribą 


lim A f (ху) = lim [+ дэг e) | . (1) 
Ax—0 Ax—0 i А 
Kitaip sakant, funkcijos f išvestinė taške xg yra funkcijos f pokyčio Af 
taške x; ir pokyčio Ax santykio riba, kai Ax artėja prie nulio. Tačiau tikslią 
prasmę šis išvestinės apibrėžimas įgijo tik dabar, kai išsiaiškinome tiks- 
lią ribos sąvokos prasmę. 

акта, norint rasti funkcijos išreikštos formulė: 

(х) = х? – Зх, 

išvestinę taške x, reikia apskaičiuoti pokyčio Af ir Ax santykio 


AIO 23x: — 3-E Sx Ax (Ax)! 


ribą, Ax artėjant prie nulio (Zr. 36 sk.). Šiuo atveju x reikšmė laikoma pa- 
stovia, o ribos ieškoma, pokyčiui Ax artėjant prie nulio. Kadangi pa- 
stovaus dydžio riba lygi jam pačiam, tai 
lim (3x? — 3) =3x2—3. 
Ax—0 ` 
Be to, 
lim (3xAx)=0, lim (Лх)? =0, 


Ax—0 Ах-»0 


todėl pagal sumos ribos teoremą galutinai gauname: 
f' (a) = lim m (32 —3+3хАх+ (A3?) = 3х®—3. . 


Išvestinės apibrėžimą parašysime truputį kitokia forma. Prisiminsi- 
me, kad 
Ax=x-x, ir x=x,+Ax. 
Tuomet funkcijos ir kintamojo x pokyčių santykiui turėsime formulę 
Af _ f(x) zA) (2) 


Ax х—% 


Pokytis Ax ёа prie nulio tada ir ИК tada, kai х artėja prie xg. Todėl 
(1) išvestinės apibrėžimą galima taip parašyti: 


7 e^ А d E. 
/ бот ша A - lim LODS (xo) (3) 


х-»х, х—% 


Taip apibréZus išvestinę, x, laikomas pastoviu ir nagrinėjama (2) san- 
tykio riba, kai x artėja prie хо. Jei ši riba egzistuoja, tai (2) santykis turi 
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būti apibrėžtas visiems x zx, iš tam tikros taško x, aplinkos, todėl būtina, 
kad pati funkcija f būtų apibrėžta taške хо ir kurioje nors jo aplinkoje. 
Todėl funkcija gali turėti išvestinę taške хо tik tada, kai funkcija 
apibrėžta visuose taškuose, sudaranciuose tam tikrą taško x, aplinką. 

Duotos funkcijos f išvestinės f’ radimą vadiname funkcijos diferencija- 
vimu. Šį pavadinimą galima taip paaiškinti. Prieš pereinant prie ribos, su- 
daromas skirtumų santykis 

Pics f(x) 


X— Xo 5 


o lotynų kalbos žodis differentia reiškia skirtumą. 
Funkcija /, turinti išvestinę intervalo kiekviename taške, vadinama 
diferencijuojama šiame intervale. 


Pratimai 


Apskaičiuokite šių funkcijų išvestines taške xj 
349. f(x)=2x+3. 350. f(x)=3x—5. 


43. Išvestinės skaičiavimo pavyzdžiai 


Remdamiesi apibrėžimu, apskaičiuosime kai kurių funkcijų išvestines. 
1 pavyzdys. Sakykime, 


f(x) = C = const 
visiems x iš tam tikro intervalo I. 
Raskime šios funkcijos išvestinę: 


Afw | АЯ _С-с_ 0 00) 
Ах EX Ax Ах Ax : 


Vadinasi, 
(с lim Z) = tim 0-0 


Ах-»0 Ax—0 
Taigi konstantos išvestinė lygi nuliui 
(C) = 0. 
Tokio rezultato ir reikéjo laukti — jei funkcija nekinta, tai jos kitimo grei- 
tis lygus nuliui (43 pav.). 
2 pavyzdys. Raskime funkcijos f(x) =х išvestinę: 
Af() _ f(x+Ax)—/f (x) - х+Ах-х _ Ах =1 


Ах Ах Ах Ax — 


1 
3 


Vadinasi, 


= lim 121. ` 


A f (x) 
Ax Ax—0 


f' (x) = lim 
Ax—0 
Taip pat rašoma: (x) =1. 
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3 pavyzdys. Raskime funkcijos g (x) 2x? išvestinę: 


Ае(х) _ а(х+Ах)-в(х) (х+Ах) 2 _ Ах(2х+Ах) | 
— 1 = Ас = Ах =2x+ Ах, 
Vadinasi, 
1 A . Ag (x) š 
2\' = 1 = 1 = 9 Г. 
wi Abe E Ad id S т 


Atskiru atveju g“ (2)=2 : 2=4, g' (0,5) 22 - 0,5— 1 ir t.t. 


43 pav. 44 pav. 


4 pavyzdys. Apskaičiuokime funkcijos (44 pav.): 
| —x, iei х<0, 


f(x)2lxiz 


x, је x20 


išvestinę. Sakykime, kad x «0. Parinkime Ax tokį mažą, kad būtų teisins 
ga nelygybė 


x+Ax<0. 
Tada 
| /(х+Ах)=|х+Ах|=—(х+Ах)=—х—Ах 
IT E 
АЛ _ /(х+Ах)—/(х)  |x+Ax|-|x| _ -х-Ах-(-х) _ -Ах = —1 
Ах ` Ах il Ax Ж Ах Ax s 


Vadinasi, kai x<0 


, : А zu 
(Lx = lim але lim (1) 


Ax—0 


Analogiškai patikriname, kad (| x |) 21, kai x>0. 
Kai x=0 tiriamoji funkcija neturi išvestinės. Iš tikrųjų, 


А/О) f(0-A3—/(0) _ (Ах) Ax] | Ъ Каі Ах>0, 
A — Ах © Ах Ax |-1, kai Ах<0. 


Tačiau tada riba 
A f (0 ; 


neegzistuoja (Zr. 39 skyrelį, 316 pratimą), todėl taške 0 neegzistuos ir 
nagrinėjamos funkcijos išvestinė. 
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Iš tikrųjų, tare, kad (1) riba egzistuoja ir lygi skaičiui A, tam tikroje taško 0 aplin- 
koje turėtume 
A/(0) 
Ax 


-А <! 
Teigiamiems Ax iš šios aplinkos 
1-4|«1, ty. –1<1-4<1, arba 0<А<? (2) 
Neigiamiems Ax iš tos pačios aplinkos 
|-1-4|<!, ty. —1<-1-4A<!, 
arba —2<4<0 (3) 
(2) ir (3) nelygybė prieštarauja viena 


kitai, todėl prielaida, kad (1) riba egzis- 
tuoja, neteisinga. 


rinčių išvestinių kai kuriuose taš- 
kuose. 

Iš atlikto nagrinėjimo išeina, 
kad funkcijos f(x)=|x | išvestinė 
yra funkcija f", apibrėžta visoje skaičių tiesėje, išskyrus tašką 0: 


45 pav. 


-1, kai x<0, 
пох I, kai x>0. 


Šios funkcijos grafikas pavaizduotas 45 paveiksle. 


Pratimai 


Remdamiesi išvestinės apibrėžimu, raskite šių funkcijų išvestines: 
351. / (x) 2 ax-- b taškuose: a) 2; b) 4. | 
352. у(х) = L taškuose: a) x; b) 1; c) 4. 

353. f (y) - 4y? --3y 4-1. Raskite f’ (x), f” (1), D, /' (5). 
354. дагч Raskite y'(x), y“ (1), у (4). 
355. u (t) = Dy Raskite u'(x), w (1), w(— 1), и (3). 


356. v (х) - 6x+2. Raskite o' (x), v (1). 

357. / (x) 2x?. Raskite f“ (x) f’ (0), f' (2). 

358. g (x) 2 ax? - bx -- c. Raskite р’ (x), g' (0), g' (2). 
Panaudoje 37 skyrelio medžiagą, raskite šių funkcijų didėjimo ir 
mažėjimo intervalus, maksimumo ir minimumo taškus ir nubrai- 
žykite funkcijų grafikus: 


359, y2ax*—x. | 361. у=ж-3м, 
360. y = 3х — №. 362. у= 3x1 — х3, - 
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Vadinasi, yra funkciju, netu- 


44. Funkcijų sumos išvestinė 


Sakykime, kad и ir v — dvi funkcijos, apibrėžtos viename intervale. 
Teorema. Jei egzistuoja funkcijų išvestinės, tai dviejų funkcijų sumos 
išvestinė yra lygi jų išvestinių sumai, t.y. 


(u (x) +% w) =u (х) +v' (x). 


Įrodymas. Suma u(x)+v (x) pažymėkime w (х) ir apskaiciuokime 
šios funkcijos išvestinę: 


Дю (х) _ w(xtAx)-w(x  uGcAx)jtv(xtAx)-w(x)—v(x).. 


Ax Ax Ax 
_ и(х+Ах)—и(х)+®(х+Ах)—®(х) Е Аш ү Av 
Б Ах Ax ' Ax“ 
Vadinasi, 
? j : Aw (х) ? Au Av 
и+ v) =w = lim —L—— = lim PE 
( Ax—>0 Ax—0 Ax Ax 


= lim ñ: + lim AC =u +o 
Axo АХ Axa TAX | 
Teorema įrodyta. 


Pastaba. Matematinės indukcijos metodu galima įrodyti, kad ši 
teorema teisinga bet kuriam baigtiniam dėmenų skaičiui: . 


(ut uat... +и,) mutus... d us. 


Pratimai 


Panaudodami 43 skyrelio pavyzdZius ir 352 bei 354 pratimus, raskite 
šių funkcijų išvestinės: 
363. a) /(х)=х+ 5; b) g(x) 2 x? +3. 
364. а) А (х) 2x* + x; b) u(x) 2 x* + x47. 


365. а) c()extel £5; Шума +V x. 


366*. Įrodykite, kad dviejų funkcijų skirtumo išvestinė lygi šių funkcijų: 
išvestinių skirtumui, jei pastarosios išvestinės egzistuoja. 


45, Funkcijų sandaugos išvestinė 


Lema. Jei funkcija f turi išvestinę taške x,, tai 
lim A f (хо) =0. 
Ах-»0 

Irodymas. 


š :. A f(x) , 
li = 1 Loy = . = 
m A f (ху) [im À Ax | f! (Хо):0-0. 
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Iš šios lemos išeina, kad funkcija f, turinti išvestinę taške хо, tolydi šiame taške. 
Iš tikrųjų, kadangi 
f (x. =f (x) +f (x) — f (хе) =f (xo) + À f (xo), 
tai, prisiminę 42 skyrelio (3) formulės paaiškinimus turime: 
lim f(x)» lim [Z 9) + A f 6) =/(х)+ lim ДУ (х) = (x). 
х-»Х, Ах->0 | Ax—0 


Tai ir įrodo suformuluotą teiginį. 


Svarbi pastaba. I$ lemos išeina, kad funkcija f, kuri nėra tolydi 
taške хо, negali turėti išvestihės tame taške. Atvirkščias teiginys neteisin- 
gas. Funkcija, tolydi taške хо, gali neturėti: išvestinės tame taške. Pa- 
vyzdžiui, taške 0 funkcija f(x)=| х | yra tolydi, bet išvestinės tame taške 
neturi (žr. 43 skyrelį). 

Teorema. Jei egzistuoja funkcijų u ir v išvestinės w ir v’, tai egzis- 
tuoja ir tų funkcijų sandaugos išvestinė, apskaičiuojama pagal formulę 


(ио) =u' о t uv'. 


Parašytoji formulė vadinama Leibnico formule. 

Įrodymas. Sandaugą u(x):v (x) pažymėkime w (x) ir apskaičiuo- 
kime šios funkcijos išvestinę. Iš pradžių pastebėsime, kad iš funkcijos po- 
kyčio 

Au=u(x+ Ax) —и(х) 
apibrėžimo Išeina, jog 
u(x+Ax)=u(x)+ Au, 


arba trumpiau (pažymėjus u (x) raide и): 
и(х+Ах)=и+ Ли. 
Апа1ор1$Ка1 
v(x-Ax)-2o-4c- Av. 
"Tada . 
Дю (х) | wQrkAx)-w(x) | uet Ax) v (x+Ax)—u (x) v (x) 
Ах | Ax L Ax T. 


_ (и+Аи) (о+До)–ио _ vAu+uAv+ Au Av 


_ Аи Av Ao 
As Ах л QA АХ? 
Kadangi и=и (x) ir v=v (x) yra pastovūs dauginamieji (kai x fiksuotas), 
-о pagal lema (funkcija u diferencijuojama) 


lim Au -0, 
. Ax—0 
дал 


(uv) =w = lim АР lim (o Re +u: + Au: д) = 


Ах-»0 Ах Ах-»0 Ах 

- lim (=) + lim (u. 2? ) + lim (ди. 2°) 
Ах-д d Ах-0 Ах Ax—0 Ax 
= Ag 


5 Аи : š š 
=). lim Ax "slim А + lim Аи. lim 
Ах-о ЭХ Ах-»0 х Ах-»0 * Ax—0 


= р.и +u. v +0 v =u v ио". 


1 pavyzdys. ((x43) (х+ 15) =(х+3)' (х+15)+(х+3) (х+15)= 
= (1+0) · (х+ 15) +(х+3) · (1+0) = 2х+18. 
Išvada. Pastovų dauginamą jį galima iškelti prieš išvestinės ženklą: 


(ке) = кг” 6). 
Iš tikrųjų, pritaikę teoremą sandaugai k/ (x), kai k — skaičius, gausime 
(кг) = (ky f (0) + kf' (9 = 0-7 (A) + КУ” Q) = KP" (А). 
2 pavyzdys. (5-3) =(5)-0= EA (x) = IS ° 
Pratimai 


Remdamiesi 44 ir 45 skyrelio formulémis, raskite šiu funkciju išvesti- 
nes: | 


367. а) у(х)=5; b) пх) = - 3. 
368. a) у(х) = 2x — 5; b) и()-2-25, 


3 


369. a) у(х) = 2 x(x-2; b) u()e - 009 0—9), 


370. g(x) = (2х— 3) (3х+1). 371. у(х)= = ($ х+1) (5 х- 2) (5 x48). 


372. g (x) = (2x — 39. 373. u(x) = 3x? (1 — x). 
374. Nubraižykite grafikus šių funkcijų: 
1 “ЭН: 
a) у=х+—; b) у--х +. 


46. Daugianario išvestinė 


Teorema. Laipsninés funkcijos 
x х", 


kurios natūrinis rodiklis п> 1, išvestinė lygi rodiklio n ir laipsnio x"-? 
sandaugai, t.y. 
(х")' = nx"71, (1) 


Teoremą įrodysime matematinės indukcijos metodu. (1) formulė 
teisinga, kai п=2 (žr. 43 skyrelio 3 pavyzdį). Parodysime: jei (1) formulė 
teisinga, kai n=k, tai ji teisinga ir tuomet, kai n=k 4-1. Iš tikrųjų pagal 
sandaugos diferencijavimo taisyklę 

(х1) = (x* - x)' = (x*)' - x + x* (x) =kxk-l.x+xk.1=(k+ 1) x*. 
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Iš čia, remdamiesi matematinės indukcijos principu, sprendžiame, 
kad (1) formulė teisinga visiems natüriniams п> 1. 

Iš šios teoremos ir anksčiau gautų diferencijavimo taisyklių išplaukia, 
kad daugianaris yra visur diferencijuojama funkcija. Iš tikrųjų 


(do x" + а,х"”®+...+а„-ух+а„)' = (ag x) + (а, х"-*)'+ 
+... (aua X)' t (a)! &nayx"714- (п= 1) а, x^7?4- ... o a, 4. 


1 pavyzdys. (x19)' == 10x*. 
2 pavyzdys. (Bx*--4x* -3x* -2x -1) 25 + 4x94-4 - 8x* c2 + 3x - 
4-2 —20x? -12x* --6x +2. 


Pratimai 


Raskite šių funkcijų išvestines: 
‚375. а) f(x)ex* b) g (x) &x*; с) h (x) = (x — 4}. 
376. а) f (x) -2x* — 8x! -7x*! —5x -9; b) g (x) 27—2x3 +x! – 82. 
377. NubraiZykite šių funkcijų grafikus: 

а) у=х*%(х—2); b) yzx*—6x. 


47. Dalmens išvestinė 


Teorema. Jei funkcijos u ir v turi išvestines taške x Ir Jei о (x) 40, 
tai šiame taške egzistuoja ju dalmens 2 išvestinė, apskaičiuojama pagal 
formule 


Oe 
о o 2 


Įrodymas. Pažymėkime dalmenį 2 raide w. Tada 


и(х+Ах)  u(x) 
Aw (x) w(xkAx)7-w(x _ v(x-Ax) v(x) 
— — m Карл ШЕШ = —— = 


Ax Ax 
и} Ан. š Ай Ей 
о+До 9 = vAu—u^Av - Ах" Ax 
= Ах Ах.0(0+Ао)  v(v+A4) ° 
Pagal 45 skyrelio lema lim Av (x) =0, todėl 
| Ax—0 
" Au E Av 
uY _. А» А Ax Ах 
(5) gue 7 ын EO 
ju КАЙ rina ue. 
"эр Ах pm 2 wWo—uv 2 vu — UV 
o lim (0+ Де) PPD) e ° 
Ах->0 А 
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Pavyzdys. 


2+3xV _ (2+3ху'.(1—2х)—(2+3х)(1—2х' _ 3(1—2х)+2(2+3х) 7 
( Lx) v (1—2х)% Б (1— 2х)?  (1—2x)2 ° 
Pratimai 

1+2. . Р , , 
378. /(х)- LE Raskite f'(y), /'(0), /' (1). 
и 


379. є(у)= Ру. Raskite g' (у), g'(x), #' (0), £ (1). 


380. А ()= т. Raskite № (0), А (0), / (1). 
381. о(х) =. 277. Raskite Ф (х), v’ (у), v' (0), v (1). 


48. Trupmeninés racionaliosios funkcjos išvestinė 
‹ 


Teorema. Laipsninés funkcijos x—x^, kurios laipsnio rodiklis sveika- 
sis skaičius n, išvestinė lygi rodiklio n ir laipsnio х"-1 sandaugai, t. y. 


(х”)’ = nx^7! : (1) 


visiems x, kai 122 ir х0, kai n«l. 

Įrodymas. (1) formulė buvo įrodyta 46 skyrelyje, kai rodiklis n? 1. 
Jei п= 1, tai, esant x#0, turime 

(x) =1=1-x1-1, | 

Vadinasi, teorema teisinga, kai п=1. (1) formulė teisinga ir kai n=0: 
x =1, Каі xz0, todėl (1)'2020-x?-1, Jei n — sveikasis neigiamas 
skaičius, tai n— —m; čia т — natūrinis skaičius. Taikydami dalmens 
išvestinės teoremą, gausime, Ка! х» 0: 


, сух) [A4 1) x" —(x"my — mx”: кк y 
(х7) = (x w) = (=>) = 0) хаяг ) R m -—mx = nx", 


Teorema įrodyta. 
Atskiru atveju, kai n= —1, 


Taigi 


Kadangi trupmeniné racionalioji funkcija yra dviejų daugianarių dal- 
muo, tai iš ankstesnių samprotavimų išplaukia svarbus teiginys: trup- 
meninė racionalioji funkcija yra diferencijuojama visoje jos apibrėžimo 
srityje. 
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l pavyzdys. (x 5 = —5х^%. 
£M 21 
2 pavyzdys. (3 - >) = 120+. 


Kai x>0, (1) formulė teisinga bet kuriam racionaliajam rodikliui r 
(tai įrodysime aukštesnėse klasėse): 


(x) = rxr 1, 
1 
Jei, pavyzdžiui, r = i , tai [27] = 5 x? (ta patį gavome, spręsdami 43 
skyrelio 354 pratimą). Vadinasi, 
S= 2 1 
x'=———. 
(3*-- 
4 1 


; 3 n 1 3 _ 
8 pavyzdys. (уу = (x*) -i x = V x(x>0). 


3 5 
г 2.5. SUE ка н Жыш ун 
4 шин аад ( ==) [x j= 5х = 


- aya wap. e 


Pratimai 
Raskite šių funkcijų išvestines: 


382. y (5) = 4. 384. g (x) = 
383. HORES 385. h (x) =3. x-5. | 
386*. Kuriems пє Z egzistuoja (x")' taške x —0 іг kuriems n išvestinė šiame 
taške reiškiama (1) formule? 
387. Nubraižykite funkcijų grafikus: 
2x 


1 
а) у=2х+-у; b) ye s 


49. Sudétiné funkcija 


Su sudėtinėmis funkcijomis jūs jau susidūrėte. Pavyzdžiui, skaičiuo- 
dami funkcijos 


һ(х)= уі . 
reikšmes, i$ pradžių su duotuoju x apskaičiuojame funkcijos / reikšmę: 
Ид = 
ir, paZyméje šią reikšmę 1 
Е у=} (x), 
randame funkcijos 
g0)-2Y» 
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reikšmę. Funkcija 
hes (f) (1) 


ir yra sudėtinė funkcija, sudaryta iš funkcijų / ir g. 

Funkcijos dar vadinamos a/vaizdavimais. Atvaizdavimas, apibrėžtas 
(1) formule, vadinamas atvaizdavimų f ir g kompozicija ir žymimas 

h= gof. 

Tokie terminai vartojami mokyklai skirtuose geometrijos vadovėliuose. 

Kokia (1) sudėtinės funkcijos apibrėžimo sritis? Aišku, kad ši api- 
brėžimo sritis D (A) turi priklausyti funkcijos apibrėžimo sričiai. Ве šios 
sąlygos negalėtume pagal x apskaičiuoti f (x). Tai yra būtina, norint remtis 
(1) formule. Tačiau iš D (f) į D (h) pateks tik tie taškai x, kuriems / (x) 
priklauso D (g). Šiame pavyzdyje 


/0)-1-3, g0ü)=Vy, 809-8(/09). 
Funkcijos /apibrėžimo sritis yra visa skaičių tiesė R. Aišku, f (x) priklausys 
` D (g) = Ко=[0, col 
tik tada, kai bus teisinga nelygybė 


1-х2>0. 
O ji bus teisinga tik tuo atveju, kai 
х1; 
t. y. kai 
—1<х<1. 
Vadinasi, funkcijos | 
h(x) = V1—» 


apibrėžimo sritis yra intervalas [— 1; 1]. 


Pratimai 
Raskite funkcijų apibrėžimo sritis: 


1 
388. y=1g (9 — x?). 392. у= вор: 


389. у= l4A- Vx. — 393. у= 
390. у= Ig x. 
391. y-ig(2— V х). 
394, Duotos funkcijos 
(х) -2-хл-32, 8(х)-1ах, h(x)= - 


Parašykite fog, gof, feh, hof, goh, hog. 
395, 388 —393 pratimų funkcijas išreikškite paprastesnių funkcijų kom- 
pozřcijomis. 


1 
18(3-х)-17 


3 
3-x 


е 
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50. Sudėtinės funkcijos išvestinė 


Sudėtinės funkcijos 
пх) = (f) 


išvestinė randama pagal šią nuostabią formule: 


М) = (0) 7 O. (1) 
Pavyzdžiui, kai 
Р(х) =1+ 32, 8 (x) = XM 
gauname: 
h (x) = (1 + x2). 
Kadangi 
f' (x) 22x, *g' (x) + 100x*9, 


tai (d " xe = 100 (1 + x2)” 2x = 900 x (1 + x°), 
Nesiremiant (1) formule, tektų 1--x? šimtąjį laipsnį išdėstyti pagal 


Niutono binomo formulę ir diferencijuoti 101 šio dėstinio narį. 
(1) formulę galima užrašyti dar ir taip: 


(s (ло) =g (L). @ 


Griežtai įrodyti (2) formule gana sudėtinga. Įrodymo plana galime pas 
aiškinti tokiais negriežtais samprotavimais. 
Sakykime, kad reikšmę x=x4 atitinka 


f (xo) =)o (хо) = 8 (у) = 20. 
Jei kintamajam x suteiksime pokytį Ax, tai kintamasis y įgis pokytį 
Ay=/f(x4+A5)-/1 , 
° kintamasis 2 — pokytį ' 
Az-h(xy4 А х)— (ху) = 8 (Yo + Ay) — в (Yo): 
Reikia apskaičiuoti tokią ribą: | 

F= Ша = (а) =n еа 0. 8 

-Antrojo dauginamojo reikšmė žinoma iš išvestinės apibrėžimo: 


27 (х) (4) 


lim 

Ax—0 | 
Norėdami rasti pirmojo dauginamojo reikšmę, pastebésime, kad, Ax arté- 
jant prie nulio, Ay taip pat artėja prie nulio. Todėl 


im im 25 aqua LOA- O) руу 
lim дуе іа ду = lim ин godag (760). © 


120 


Is (3), (4) ir (5) gauname: 
Ay 


KG) lim. A lim 22 = z (7 ОШ) 


„Vienas tokio įrodymo trūkumų yra tas, kad įrodinėjant nebuvo atsi- 
žvelgia į į galimą atvejį Ay —0, kai Ax0. Šio įrodymo trūkumai pašalinami, 
(1) formulė yra teisinga, kai yra tenkinamos tokios sąlygos: 1) funkcija 
f turi išvestinę taške хо; 2) funkcija g turi išvestinę taške yo —/ (x). 


Pratimai 


Apskaičiuokite šių funkcijų išvestines: 


396. у= (3— 5x + x2), 398. у-ү х--2(х2--7)3, 
3 | | 
397. у= V 75219. 399. y=(2+ 5x}. 
400. Iš visų duoto tūrio ritinių raskite tą, kurio visas paviršius būtų 
mažiausias. 


Papildomi IV skyriaus pratimai 


401. Kaip geometriškai vaizduojamos aibės: 
а) (65 y)I(x—2)(y+3)=0}; 
b) (65 »)16*—D*-0*—1? 20]; 
с) (65 у) Ix*yls1 ir |x—y|<1); 


9 | ёс »| 11, 
9 [о A -oh 


2 x? 
402. Nurodykite šių funkcijų apibrėžimo sritis: 


а) VI-V x+Í+ i 

b) F(x)= E ; f) F(x) = Vx l+; 

©) Л) Si sf(Q-VxtleVi-x 

9) в()= 217; в a VŪTADU TBA. 
403. Raskite f (6); f (zy f(u), kai: 

а) 10 |7255; 9 s= }з+уї—5; 

b) /(д=!в 3^; à /07 xdg 
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404. Kubą, kurio briauna lygi a, kerta plokštuma, lygiagreti įstrižaininei 
plokštumai. Nurodykite, kaip priklauso pjūvio plotas S (х) nuo 
plokštumos atstumo x iki kubo viršūnės А (46 pav.). Raskite funkci- 
jos x—S (x) apibrėžimo sritį. Nubraižykite funkcijos grafiką. 

405. Ar apatinis pusapskritimis yra tam tikros funkcijos (kokios?) gra- 
fikas? 

406. Kokiu atveju funkcijos grafikas yra simetriškas abscisių ašies at- 
Zvilgiu? BR NEN 

407. Duotos dvi funkcijos: f(x)= V x(x- 1) ir g (x) = V x: V х-1. 
Ar teisinga lygybė f=g? 

408. Raskite funkcijų didėjimo ir mažėjimo intervalus; 

1 


a) у= (x— 1° —3; ©) у= -0,5.x5; 
b)y-3-(x-275; d) y=(0,25)*. 


409. Matematinés indukcijos metodu jrodykite, kad: 

a) funkcija x—x", kai n lyginis skaicius, pustieséje ]— со; 0] ma- 
žėja, o pustiesėje [0; + оо[ didėja; 

b) funkcija x—x", kai n—nelyginis skai- 
čius, didėja visoje'skaiciu tiesėje. 

410. Įrodykite, kad tuo atveju, kai 3x?—3 #0, 
funkcijos y=x*—3x pokyčio pagrindinė 
dalis (3x? —3) * Ax turi tą patį ženklą, kaip 
ir funkcijos pokytis Af (х), jei 

| 333 —3| 

3[x|+1 ` 

411. Remdamiesi išvestine, nubraiZykite šių 

funkcijų grafikus: : ; 

46 pav. a) yox 3334-0; b у= 4-2. 


|Ах\<1 ir |Ax|< 


412, Remdamiesi funkcijos ribos apibrėžimu, įrodykite lygybę: 


lim V įx|=0. 
х—0 
413. Paaiškinkite, kodėl lygybė 
lim V x=0 
x0 
neteisinga. 
Apskaičiuokite ribas: 
3 3 
„ 2-Vx-3 | ‚‚ VYxty-Vx 
414. ын 33219 c 416. lim cs ciii 30) 
9— х? 


415. lim —;———, 
e dou cea 
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417. 


418. 
419. 
420. 


421. 
422. 


423. 
424. 
425. 
426. 
427. 


428. 
429. 


430. 


431. 


432. 


433. 


434. 


435. 
436. 


437. 


438. 


439. 


Įrodykite, kad funkcijų, tolydžių kuriame nors taške, suma, sandau-- 
ga ir dalmuo yra funkcijos, tolydžios tame taške. Kai kalbama apie 
dalmenį, reikia dar įsitikinti, kad tame taške vardiklis nelygus nuliui, 
f£0)=2y*+3y*—2y+1. Raskite f'(x), f (0), FOD, /(-9. 
fe)-i “++ мэх x*—x. Raskite f'(x), / (0), f' (1). 


Irodykite, kad funkcija g(x)=|x—1 | taške x=1 neturi išvestinės. 
3 


Įrodykite, kad funkcija f(x)= V x* taške x=0 neturi išvestinės. 
Išveskite taisyklę, kuria remiantis apskaičiuojama baigtinio skaičiaus 
funkcijų sumos išvestinė. 
Raskite šių funkcijų išvestines: 
v (x)=(x?—2x +3) (3x? -2x 4-1). 
f (x) 2 (ax 4- b) (cx? - dx - e). 
РО) - (Зу + 1) (y — 3). Raskite f” (x), /' (0), f (2). 
g (и) =би? (bi? + 1). Raskite g' (y), g' (0), g' (— 1). 
Išveskite taisyklę trijų funkcijų и, v, у sandaugos išvestinei apskai- 
čiuoti: 
(u-o:w)'zu'-v-wdau:v'-w-cu:v:w. 


Matematinės indukcijos metodu išveskite baigtinio skaicieus funk- 
cijų sandaugos išvestinės formulę. 

Nubraižykite šių funkcijų grafikus: 

а) у=х?%(х— 2)°; b) y2x3—-3x?-9x; 

с) y =x — Ax?. 

u(z)= 2+. Raskite v (z), v (x—3), w (0), и (1). 


f()- SEV. Raskite f, 7 (4), f (l). 


2z—3 
4—5z 
9x43 
x)= —— 
8 09 V x+2 
— 2 сав 
h) = LA 
з 4 5 У 
v(X)9-—- Жоу» Kam lygi v' (х)? 
Raskite и (x), kai u(a) = 2, ja. 


« 


й(2)- . Raskite A'(z), А (0), К (0), —h' (- 1). 


. Raskite g'(x), g' (4), g' (1). 


. Raskite / (и). 


Raskite Ф'(о), kai O (o) = 2. + 30-5. 


3 
Nubraižykite funkcijos у= |/ x? (x — 5) grafiką. 
Apskaičiuokite šių funkcijų išvestines: 


МЕЕ 282 
у= узу" 
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440. у= V 3—2х. 
Nubraižykite funkcijų grafikus: ` 
441. y=x V 2-1, 442. y=V x+V 4-х. 
443. Vietovėse A ir B įrengti du garsiakalbiai. Vienas jų transliuoja laidą 


8 kartus garsiau, negu kitas. Atkarpoje АВ raskite tašką, kuriame 
bendras transliavimo garsumas būtų mažiausias. 


444. f(t) =V #— + — 1. Raskite /' (0), f (2). 


y-i š , 7 
445. 2 (у) = түс Raskite g'(x), в (2). 


446. 10532525 Raskite № (2). 


447. Raskite funkcijos (5х2 — 2x + 1): išvestinę, 


V skyrius IŠVESTINĖS 
PRITAIKYMAS 


$ 10. 


IŠVESTINĖS PRITAIKYMAS 
APYTIKSLIAM SKAIČIAVIMUI, 
GEOMETRIJOJE 

IR FIZIKOJE 


51. Funkcijos pokyčio pagrindinė dalis 
Iš funkcijos / išvestinės taške x, apibrėžimo 
, Oo AMO 
= lim 
f e) = lim —z 
išeina, kad visiems pakankamai mažiems Ax 


Ашы. mf : (xo), 
todél 
Af (xo) f" (хо) Ах. ` (1) 
Tai — paprasčiausių apytikslių skaičiavimų pagrindinė formulė. 
l pavyzdys. Išveskime apytikslę formule 


Ү ху--Ахг(/ x 


= „Ax, kai хез 0. 
Imkime funkciją /(х)= Ух. Jei x#0, tai 


La 1 
roep Xr. 


Todėl pagal (1) formulę 


n 


Af (x) e V xv Ax VR - Аж 


iš čia, perkėlę V x, į gautos apytikslés lygybės dešiniąją pusę, gauname 


үх, xx a+ Re A, (2) 


125 


Pavyzdžiui, 


01-2 V 43 0,01 = зэс (уй = ; 
ү4,61-14-0,01 V4*zys 0,01 — 2,0025 


Prisiminsime, kad V 4,01 reikšmė su devyniais ženklais po kablelio* уга: 
V 4,01 =2,002498440. 


Apytikslė (1) lygybė turi ida prasmę. Šios lygybės kairiosios ir deši- 
niosios pusės skirtumas yra pokyčio Ax funkcija; ją pažymėsime R (Ax). 
"Tada 


Af (x) =f" (хо) - Ax + R (Ах); (3) 
čia В (Ах) — tokia funkcija, kad 
2 R(S | 
mue ш 
Iš tikrųjų 
im R jim ACAS As quu [Are 
Jim “смена CE < im [эл ч) 
А А 
= lim 2469 — f (x)= f(x) —- (х0)-0. 
Ах-г0 


Jei funkcija f tenkina (3) ir (4) lygybę, tai sakome, kad (3) lygybės pir- 
masis dėmuo (t.y. f (хо) Ax) yra funkcijos f pokyčio pagrindinė dalis, o lie- 
kana R (Ах) (antrasis dėmuo) yra nykstantis dydis aukštesnės eilės, negu 
Ax (šio teiginio tikslią prasmę išreiškia (4) formulė). 

5 цам цасан Remdamiesi (2) formule, apytiksliai apskaičiuokite: 


a) 1970 27,03; b) Y 1008: 1000. Iš 1 pavyzdžio formulės turime: 


VE R 
4) (37:08: ym YE, -0,03 =3+ 99. > 3,0011; 


b) V 1000- 98:53 54 — хуя 
10 VT 24 
— 1 2.23 
s [Vr YU ( jos gg 2 1,995. 


Pratimai 


3 4 
448. 47 paveiksle (p. 127) nubraiZyti funkciju y — Vx, у-үх, у= Их 
grafikai. 
a) Iš grafikų raskite reikšmes үз 2, үз, уз. 


b) Raskite reikšmes V 2, үз, үз, naudodamiesi lentelémis. 


* Apskaičiavimo metodas aprašytas 32 skyrely.e. 
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а /р 


Г i £ ir ан 
1 + 4 t 
- - dues 
X HE m Hi an м 221 4 
r й H 1 ҮҮНҮН i Mons = по 
3i H m H ее ri kry = 
T LE 
+ = рээ 
tnr di 
į Le 
Į IH : : I jr 
i НЬ т = 
H 1. + LH нЕ + ТЕ НЫ 
+ = T] + T 
TETE] t 
at + In + + 4 +. 
t Т HT Ši 
{+1 
059 beef pes 
Яо Н pee 
I T 2012: 
ją 
I THH = 25 
r T n i 
T Б Li + TT 5 ЗОВ 
= = ИРЕН ЕВН Hi rt: 188) 56885 вэ өвөө 
1 : Ї = 
+ t 
pow m im renes DOGS PON LLL 
| Eur Бас Ei + : 
n > E ra t 
КЕШЕНЕ : š: > : 

TH | тат r I > 
ХАР ЕЕЕ = s : 
ZE p 4 

d 1 > ти Ї 

Tr H 994 
= : I 
: 1 z 
ў Te 1 зэ? I 
uu 81 
Ч XA-h ави пареа езу т ip p mà + 
i +: : ын 
xm Ї t 
ЕЕЕ BE 
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3 4 
c) Apskaičiuokite |/3 ir V 3apytiksles reikšmes, pritaike (2) formulę. 
Nurodymas. Naudokitės lygybémis 3=(1,4)* +0,256 ir 3=(1,3)* + 
4-0,1439. 
d) Palyginkite gautus rezultatus. 


ЕЧ 3, 
3 4 


3 4 
449. Taikydami (2) formule, apskaičiuokite (83)?, V 81, / 625.3, 48 


antro dešimtainio ženklo tikslumu. 
450. Apskaičiuokite antro dešimtainio ženklo tikslumu; 
3 3 4 
10# 10 3) 105 И 10287 3 


Apskaičiuokite apytiksles reikšmes: 


3 

451. a) V 9,02; b) V 30. 
4 5 

452. a) V 90; b) V 33. 


52. Funkcijos grafiko liestiné 


Nagrinéjame funkciją / ir jos grafiką (48 pav.). Jei funkcija f taške хо 
turi išvestinę, tai teisinga (3) formulė. Žinodami, kad Ах=х-хо, Af (xo) ` 
=f (x) —f (xo), šią formulę parašysime taip: 


f (x) —f (xo) =f" (xo)(x хо) + R (Ax), 
arba, pažymėję / (x) raide y, o f (xo) — raide yo: 


у= yf (ха) (x) + R(Ax). (5) 


Čia x ir y yra funkcijos / grafiko 
taško koordinatės. Jei (5) lygties 
dešiniojoje pusėje išbrauksime lie- 
kaną R(Ax), tai turėsime tiesės 
lygtį 

у= ot f (xo) (x — ху), (6) 


kurioje x ir y yra šios tiesės taškų 
koordinatės. Tokiu būdu gauta 
tiesė vadinama funkcijos f grafiko 
48 pav. liestine taške хо. Taškas М,- 
= M (хо; уо), per kurį eina ir funk- 
cijos grafikas, ir liestinė, vadinamas lietimosi tašku. 
Parašę liestinės lygtį ((6) formulę) taip: 


: у= f' (xo) xt(»-f' (xy) ` xo), 
turésime tiesés lygti su krypties koeficientu 
К=/' (хо) ir b= уо f" (xo) Хо. 


Vadinasi, funkcijos grafiko liestinės krypties koeficientas lygus šios 
funkcijos išvestinės reikšmei lietimosi taške. 


- 
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| pavyzdys. Parašykite funkcijos x? grafiko liestinés taške x,=1 
lygtį. 

Kadangi (x?)' =2x, tailiestinės krypties koeficientas f ' (x;)=2x,=2-1 = 
=2. Toliau yo —f (x9) 2 1?—1. Įrašę šias reikšmes į liestinės lygtį ((6) for- 
mulę), turime: . 

у=1+2(х-—1), arba у=2х—1. 


2 pavyzdys. Raskite parabolės y =x? liestinés taške M = M (xo; х3) 
lygti. 

Liestinės krypties koeficientą randame taip pat, kaip ir ankstesniame 
pavyzdyje f’ (хо) =2хо. Tada, naudodamiesi (6) lygtimi, gauname 


у= xü + 2xo (x — xy), 
arba 
y-2xyx— xg. 


Tai ir yra ieškomoji lygtis. 
Raskime liestinės susikirtimo su abscisių ašimi taško T koordinates. 
Jei (хү: 0) taško T koordinatės, tai 0=2x4x,—-x5 ir, kai xọ#0, 
: 1 Ч ¿s : 1 А ТИ ТИЕ 
tai xi = Xo: Iš gauto rezultato išplaukia taisyklė parabolės liestinei 
bet kuriame jos taške M, nubrėžti: pakanka išvesti tiesę, einančią per taš- 
ką M, ir atkarpos, jungiančios taškus 0 ir xy, vidurį T (49 pav.). 


50 pav. 


1 pastaba. Funkcija V а — x? diferencijuojama intervale ]—а; al, 
todėl kiekvienam šio intervalo taškui funkcijos grafikas turės Пеѕііпе. Iš 
kitos pusės, šis grafikas yra pusapskritimis, kurio liestinė buvo apibrėžta 
dar geometrijoje. Galima įsitikinti, kad abu apibrėžimai nusako tą pačią 
tiesę. : 

2 pastaba. Funkcijos grafiko liestiné gali kirsti šį grafiką kitame taš- 
ke, kai tuo tarpu apskritimo liestinė su apskritimu teturi vieną bendrą 


5. Algebra^ir analizės pradmenys IX—X kl. 129 


tašką. Pavyzdžiui, funkcijos x? grafiko liestinés taške x= (50 pav.) lyg- 
tis yra 
3 1 
у= x х= т: 


(Tuo įsitikinkite, atlikę reikalingus skaičiavimus.) Vienok, ši tiesė kerta 
funkcijos grafiką dar ir taške (—1; —1). Patikrinkite tai savarankiškai. 


3 pastaba. Ištirkime atstumą tarp funkcijos grafiko ir liestinės taškų, kurių absci- 
sė yra ta pati. Iš (5) ir (6) formulės (žr. taip pat 48 pav.) matyti, kad šis atstumas lygus 
I R (^x; l ir todėl, lyginant su Ax, jis yra nykstantis dydis (kai Ax artėja prie nulio). 
Kadangi taškui A (x; ГО) | Ах | < | AM, |, tai 


ГА (Ах) _| R(Ax) |. [Ax] 
[AM] “| Ах | TAMI ’ 


ir todėl, Ax artėjant prie nulio, šis reiškinys, kaip nykstančios funkcijos (pirmas daugi- 
namasis) ir aprėžtos funkcijos (antras dauginamasis) sandauga, yra nykstanti funkcija. 
Vadinasi, tiriamasis atstumas taip pat yra nykstantis, lyginant jį su atstumu АМ,, „kai 
taškas А kreive artėja prie taško M“. Gavome grynai geometrinį liestinės apibūdinimą. 
Belieka tik tiksliai apibrėžti teiginį, parašytą kabutėse, tačiau tai — jau ne šio kurso 
uždavinys. 


Pratimai 

453. Per parabolės y=x* taškus, kurių abscisės х=0, х--1, х=1, 
nubrėžtos liestinės. Parašykite tų liestinių lygtis. 

454. Per hiperbolės y => taškus, kurių abscisés yra х--1 ir x=1, 


nubrėžtos liestinės. Parašykite tų liestinių lygtis. 
455. Рег kubinės parabolės y=x tašką, kurio abscisė yra x —2, nubrėžta 
liestinė. Parašykite tos liestinės lygtį. 


53. Greitis ir pagreitis 


Sakykime, kad taškas juda tiese ir laiko momentu / jis yra taške, kurio 
koordinatė x (В. Laiko funkcijos x išvestinė 
o () =x' (0) 
yra ne kas kita, kaip to taško greitis v laiko momentu f. 
Apie tai jau buvo kalbėta 37 skyrelyje, nagrinėjant sunkio jėgos vei- 


kiamo kūno kritimą. | 
Tarkime, kad taško koordinatė yra kvadratinė laiko funkcija: 


x(t) 2 p? -- qt -r, р#0. (1) 
Tuomet taško greitis išreiškiamas formule 
9 (t) 2 x' (t) 2 2pt +q. (2) 
Raskime funkcijos v, apibrėžtos (2) formule, išvestinę: 
a (t) =%' (t) =2p. (3) 


Tai ne kas kita, kaip (1) formule apibrėžto judėjimo greičio kitimo greitis, 
t. y. šio judėjimo pagreitis. Matome, kad taško, judančio pagal kvadra- 
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tinį judėjimo dėsnį (1), pagreitis pastovus. Jei р>0, tai turime tolygiai 
greitėjantį judėjimą, ojei p<0, tai — tolygiai lėtėjantį judėjimą. 
Teisingas ir atvirkščias teiginys: 
Jei tiese judančio taško pagreitis pastovus, tai taškas juda pagal (1) 
kvadratinį dėsnį, kurio koeficientas p prie t? lygus pagreičio pusei: 
1 


р ==: 


Sakykime, kad pradiniu laiko momentu #=0 taško koordinatė уга 


xÍ = x (0)=r, 
o greitis o (f) lygus 


Matome, kad 
1 
p— а, т=ху 4500. 


Todėl tolygiai greitėjančio ir tolygiai lėtėjančio judėjimo lygtį (1) galima 
taip parašyti: 
х()-4 +00, L+ xy (4) 


čia хо — pradinė taško koordinatė, v, — pradinis greitis, a — pagreitis. 


Pradiniu laiko momentu f, nuo Žemės paviršiaus vertikaliai aukštyn išmestas 
kūnas. Jis skrieja antruoju kosminiu greičiu ir nuo Žemės centro tolsta pagal dėsnį 


с 2 
x(()-D(+0)3. (A) 

Kenstantų D ir c prasmė netrukus paaiškės. Jei R — Žemės spindulys, tai 

2. 
x(0)-- Dc? =R. (5) 
Ši lygybė išreiškia pirmą sąryšį tarp konstantų D ir с. 

Apskaiviave nežinomojo x, kaip laiko funkcijos, pirmąją ir antrąją išvestinę, gau- 
aame nagrinėjamo kūno greitį ir pagreitį: 


» 


1 


v(t)ex (0-2. река °, ` (B) 
s <a 
a()=v()= = D( OÓ ын i (С) 


Žemės paviršiuje pagreitis lygus sunkio jėgos pagreičiui su minuso ženklu: 
4 
2 "3 ? 
a(0)— -5 Do Š=-g. (8) 
Turime antrą sąryšį tarp konstantų D ir c. Pagal (5) ir (6) formulę galime apskaičiuoti 
konstantas D ir c. 
Atkreipkite dėmesį į tai, kad antrasis kosminis greitis yra kūno greitis vo pradiniu 
laiko momentų #=0: 
1 
2 3 : 
=> Dc * {7) 


Iš (5), (6) ir (7) lygybės galima apska'čiuoti vo, kai žinome R ir g. 
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Iš lygčių (A) ir (C) gauname lygybę: а (t)= —Kk+x 2 (t), kurioje кв рз, 


Matome, kad kūnas juda pagal Niutono traukos dėsnį: Žemės traukos veikiamo 
kūno pagreitis yra atvirkščiai proporcingas jos atstumo nuo Žemės centro kvadratui. 
gt? 

2 
tus, formulė (A) buvo teoriškai išvesta i$ Niutono traukos dėsnio, Tačiau šiuo atveju 
reikia mokėti iš žinomos funkcijos x (+) ir jos antrosios išvestinės х” (1) sąryšio rasti 
pačią funkciją x (t). Tai jau ,,diferencialiniu lygčių integravimo“ uždavinys. Spręsdami 
paprastesnius pavyzdžius, su tuo uždaviniu susipažinsite vėliau. 


Skirtingai nuo Galilėjaus formulės й = » gautos apdorojant stebėjimų rezulta- 


Pratimąi 


456. Žmogus 8 m greičiu artėja prie 60 m aukščio bokšto papėdės. Ko- 
kiu greičiu jis artėja prie bokšto viršūnės, būdamas nutolęs 80 
metrų nuo jo papėdės? 

457. Kūnas sukasi apie ašį pagal dėsnį 


ф()-038-41-2 (rad). 


Apskaičiuokite kampinį greitį œ (f) bet kuriuo laiko momentu f ir 
momentu #=4($). - 

458. Stabdomas smagratis рег t (s) pasisuka kampu Ф (f) 241 —0,3f? (rad). 
Apskaičiuokite: 1) smagracio sukimo,’ kampinį greitį о (t) laiko 
momentu /=2 (s); 

2) kokiu laiko momentu smagratis nustos suktis. 

459. Sakykime, kad taškas juda tiese pagal dėsnį 

s(t) 228 --t—1 (cm). 
Apskaičiuokite: 
1) pagreitį laiko momentu f (s); 
2) kokiu laiko momentu pagreitis bus lygus 


cm , cm 
ip. As 


460. 2 kg masės kūnas juda tiese pagal dėsnį s (1) =Ё+1+1, kuriame 
5 (f) — kelias centimetrais, + — laikas sekundėmis. Apskaičiuokite: 
1) veikiančią jėgą; 
2) kūno kinetinę energiją E, praėjus 2 sekundėms nuo judėjimo pra- 
džios. 
461. Sakykime, kad strypo АВ taškas С nutolęs nuo A atstumu / (cm). 
Strypo gabalo AC masė reiškiama formule т (7) =3/2+5/ (g). 
Apskaičiuokite strypo linijinį tankumą: a) taške /=10 (cm); 
b) strypo gale B, jei | АВ |=20 cm. 
Apskaičiuokite jėgą Р, kuri veikia masės т materialų tašką C, ju- 
dantį tiese pagal dėsnį s (f) 2205 — 1° (m), kai t=2 (s). 
463. Taškas juda tiese pagal dėsnį s (t) = V t. Įrodykite, kad jo pagreitis 
proporcingas greičio kubui.. 


462 
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464. Sakykime, kad taškas juda pagal dėsnį s(0 = -i 3 +32 — 5 
(laiką matuojame sekundėmis, nueitą kelią — metrais). Apskaičiuo- 
kite: 

a) laiko momenta t, kai taško pagreitis lygus nuliui; 
b) kokiu greičiu tuo momentu judės taškas. 


$ 11. 


IŠVESTINĖS PRITAIKYMAS 
FUNKCIJOMS TIRTI 


54: Funkcijos didėjimas ir mažėjimas 


37 skyrelyje matėme, kad išvestinę galima taikyti funkcijoms tir- 
ti. Dabar šį klausimą išnagrinėsime išsamiau. 

1 teorema. Jei f” (xy) >0, tai egzistuoja toks skaičius 6 > 0, kad 
f(x) »f(x,) visiems x iš intervalo |xy; xo--6[| ir f(x) < (хо) visiems 
x iš intervalo |x, —6; хо (51 pav.). 

: Trumpai ši teorema formuluojama taip: jei f (xy) «0, tai funkcija 
J taške x, didėja. Analogišką teiginį galima suformuluoti taške mažė- 
jančiai funkcijai. 


51 pav. 52 pav. 


2^teorema. Jei f'(x,) «0, tai egzistuoja toks skaičius 6 > 0, kad 
f(x) <f (XV) visiems x iš intervalo |ху; x + 6[ ir f(x) >f(x4) visiems 
x iš intervalo |x — $; х] (52 pav.). 

1 teoremos įrodymas. Kadangi skaičius /'(х,) teigiamas: 


"у lim 2000) 

= И 
tai pagal ribos apibrėžimą skaičių ==/’ (хо)»0 atitinka toks skaičius 
820, kad visiems x zx, iš intervalo ]xo—93; xo4-9[ bus teisinga nelygybė 


LOSA) _ e Gu «f 09, 


X— Xo 
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iš kurios išeina, kad | 
LOLE _ (у> Л) 


arba 
——— »0. (1) 


Visiems intervalo |Хо: х,+8[ skaičiams x skirtumas x —x,» 0, ir todėl iš 
(1) nelygybės šiems x turime f(x)>f(x,). Jeigu x — bet kuris intervalo 
1—8; хо[ skaičius, tai x —x$ «0, ir todėl iš (1) nelygybės šiems x turime 
ТОО) «f (xo). 1 teorema įrodyta. 

2 teoremos įrodymas. Nagrinėkime funkciją р(х) = —f(x). 
Kadangi pagal 2 teoremos sąlygą р’ (хо) = —f' (хо) >0, tai i$ 1 teoremos 
išeina, kad funkcija p (x) didėja taške хо. Vadinasi, egzistuoja toks skai- 
‚ čius 8>0, kad visiems x iš intervalo хо; x +$[ bus teisinga nelygybė 


р(х) >P (xo), ву. —f(x) > —f(xo), 
todėl visiems x i$ intervalo ]xo; x + 9[ turėsime: 


f (x) «f (xo). 


Toliau visiems x i$ intervalo ]1xo— Š; хо Пуга teisinga nelygybė p (x) «р (хо), 
t. y. —f/ (x) < —f (xo), todėl visiems x iš intervalo Jx —9; хо turime: 


f(x) > f (xo). 
2 teorema irodyta. 

Natüralu laukti, kad funkcija, didéjanti kurio nors intervalo kiekvie- 
name taške, didėja šiame intervale. 

Suformuluokime funkcijos didėjimo (mažėjimo) intervale pakankamą 
sąlygą. 

3 teorema. Jei funkcija turi teigiamą išvestinę kiekviename inter- 
valo I taške, tai -funkcija f didėja šiame intervale I. Jei funkcija f turi 
neigiamą išvestinę kiekviename intervalo I taške, tai funkcija f mažėja šiame 
intervale I. 

Šios teoremos įrodymas sudėtingas ir į programą neįeina. 

Pastaba. Dar pastebėsime (neįrodę), kad funkcija f, monotoniné 
intervale ]a; b[ ir tolydi taškuose a ir b, yra monotoninė intervale [a; b]. 


Pavyzdys. Rasime funkcijos 
| ух 


monotoniškumo intervalus ir nubraiZysime jos grafiką. 
Ši funkcija yra apibrėžta visoje realioje tiesėje: Kadangi 


y (х) = 1— 35%, 
tai y' (x) >0, kai 1 —3x2> 0. Išsprendžiame nelygybę: 
1 1 1 
@#<1) = (3) (Il ev) (- <<). 


134 


Vadinasi, duotoji funkcija didėja intervale L: vs [ ir mažėja, 
kai x tenkina nelygybę 1 —3x? «0, t. y. intervaluose |— oo; -l 
. | А Яс ёс l 1 Do 
——; oo |. Apskaičiavę reikšm =) = 
r | ys * | т (yF) үз (ут) 
2 


cci кы ы жине 19 - >) = — ——, Nubrėžiame 
Ж ТОЛЕ s. ia S зүз” 
funkcijos grafiką (53 pav.). 


Pratimai 


Raskite šių funkcijų monotoniškumo intervalus: 


465. a) f(x)=3x+1; b) а(х) = —4x—2. 
466. a) /0)-22: b) y) = gis. 
467. а) v(x)9 x; | b) /(х)=(х— 1)*. 
468. а) у(х) 25x - 3x - 1; b) f(x) 2x? -2x - 5. 
469. a) h(x) = х —27x; b) u(x) = x? (x — 3). 


a 


53 pav. 


55. Funkcijos kritiniai taškai, jos maksimumai ir minimumai 


Ankstesniame skyrelyje matėme, kad taške, kuriame išvestinė teigiama, 
funkcija didėja, o taške, kuriame išvestinė neigiama, funkcija mažėja. 
Lieka ištirti tuos apibrėžimo -srities vidinius taškus, kuriuose funkcijos 

išvestinė arba neegzistuoja, arba lygi nuliui. Šie taškai vadinami kritiniais. 
| 36 skyrelyje jau buvo minėtos funkcijos maksimumo ir minimumo 
sąvokos. Dabar šias sąvokas apibrėšime. 

Apibrėžimas. Funkcijos f apibrėžimo srities taškas xg vadinamas 
šios funkcijos minimumo tašku, jei egzistuoja tokia taško ху aplinka 
1—8; хо-+8[, kad visiems xx iš šios aplinkos yra teisinga nelygybė 


f(x) > f (ху). 


54 paveiksle taškuose x, ir xs funkcija f turi minimumus. 


Apibrėžimas. Funkcijos f apibrėžimo srities taškas хо vadinamas 
šios funkcijos maksimumo tašku, jei egzistuoja tokia taško хо aplinka 
]xo—9; x +Š[, kad visiems xx, iš šios aplinkos yra teisinga nelygybė 


f(x) <f (x0). 


54 paveikslo taškuose x, ir x, funkcija f turi maksimumus. 

Minimumo ir maksimumo taškai vadinami duotosios funckijos ekstre- 
mumo taškais, o funkcijos reikšmės šiuose taškuose vadinamos funkcijos 
ekstremumais*. 

Pastaba. Taškai a ir b (žr. 54 pav.) nelaikomi funkcijos f ekstremumo 
taškais, nes šie taškai neturi aplinkų, ištisai priklausančių funkcijos api- 
brėžimo sričiai. 

Parodysime, kad ekstremumo taškai yra duotosios funkcijos kriti- 
niai. taškai. 

Ferma teorema**. Jei taškas x, yra funkcijos f (x) ekstremumo 
taškas ir šiame taške egzistuoja išvestinė, tai ji lygi nuliui: f'(x) = 0. 

Įrodymas. Kad būtų konkrečiau, laikysime, jog ekstremumo taškas 
Xo yra minimumo taškas. Irodinékime prieštaravimo metodu. 

Sakykime, kad f” (хо) z0.Tuomet galimi du atvejai: f' (хо) >0 ir f'(x) < O. 

І. f' (хо) » 0. Pagal 54 skyrelio l teorema (р. 133) egzistuoja toks 6»0, 
kad visiems x iš intervalo ]х,—8; хо[ yra teisinga nelygybė f(x) «/(ху). 
Ši nelygybė prieštarauja prielaidai, kad taškas xọ — minimumo taškas. 
Gautas prieštaravimas rodo, kad nelygybė f’ (хо) >Ü neteisinga. 

2. f' (x o) <0. Pagal 54 skyrelio 2 teorema (р. 133) egzistuoja toks 
$>0, kad visiems x iš intervalo ]xo; x„+9[ yra teisinga nelygybė f (x) < 
«f (хә). Ši nelygybė prieštarauja prielaidai, kad xy — minimumo taškas. 
Iš gauto prieštaravimo matome, kad nelygybė f“ (хо) <Ü yra neteisinga. 
. Vadinasi, minimumo taške /' (хо) negali būti didesnė už nulį ir negali 
būti mažesnė už nulį. Taigi f” (хо) 0. 

Panašiai nagrinėjamas ir maksimumo atvejis. 

Pavyzdžiui, funkcijos f(x) =3x—x, kurios grafikas pavaizduotas 55 
paveiksle, minimumo taškas yra —1, o maksimumo taškas +1. Šiuose 
taškuose išvestinė lygi nuliui: | 


, f'(-1-0 ir f(1)=0. 


Pabrėšime, kad Ferma teorema pasakyta tik būtina ekstremumo eg- 
zistavimo sąlyga: taške, kuriame išvestinė virsta nuliu, funkcija gali 
neturėti ekstremumo, Pavyzdžiui, funkcijos x—>x išvestinė taške O virsta 
nuliu, bet ekstremumo šiame taške funkcija neturi (56 pav.). 

Aptarėme tuos kritinius taškus, kuriuose išvestinė lygi nuliui. 
Lieka ištirti kritinius taškus, kuriuose išvestinė neegzistuoja. Šiuose taš- 
kuose funkcija taip pat gali turėti ekstremumą arba neturėti jo. 

1 pavyzdys. Imkime funkciją x—>| x | (57 pav.). 43 skyrelyje (p. 111 
esančiame pavyzdyje) buvo parodyta, kad taške 0 ši funkcija neturi iš- 
vestinės. Tačiau iš grafiko matyti, kad taške O ši funkcija turi minimumą. 


* Lotynų kalbos žodis „extremum“ reiškia „kraštutinis“. 
** Pirmasis šią teoremą įrodė prancūzų matematikas Pjeras Ferma (1601-1665). 
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g 


56 pav. 


c 


57 pav. 58 pav. 


2 pavyzdys. Imkime funkciją f(x)=2x+|x| (58 pav.). I$ gra- 
fiko matyti, kad taške 0 ši funkcija neturi ekstremumo. Šiame taške ji 
neturi ir išvestinės. Iš tikrųjų iš duotosios funkcijos apibrėžimo turime: 
| x | Sf (x) —2x. Jei laikytume, kad funkcija f(x) taške 0 turi išvestinę, tai 
f (x) -2x taip pat turėtų išvestinę taške 0, o | x |, kaip matėme, taške O iš- 
vestinės neturi. Turime prieštaravimą. Vadinasi, taške 0 funkcija /(х) iš- 
vestinės neturi. 

Norint sužinoti, ar funkcija turi ekstremumą kritiniame taške, remia- 

' masi tokiomis ekstremumo egzistavimo pakankamomis salygomis. 

1 teorema. Jei funkcija f (x) tolydi taške ху, f' (x) > 0 intervale Ja; 
xo [ir f (x) < 0 intervale] xo; b|, tai taškas x, уга funkcijos f (x) maksimumo 
taškas. 

Dažniausiai ši teorema formuluojama paprasčiau: jei taške x, išvesti- 
nė keičia pliuso ženklą į minusą, tai x, yra maksimumo taškas. 

Šios teoremos įrodymas išplaukia iš 54 skyrelio 3 teoremos (p. 134) ir 
po jos einančios pastabos, Iš tikrųjų intervale ]a; хо[ funkcija didėja. 
Kadangi ji tolydi taške ху, tai f (х) «f (xo) visiems x iš intervalo ]a; лч[. 

Г Intervale Ikos b[ funkcija mažėja. Kadangi ji tolydi taške хо, tai f (x) < 
į «f (x,) visiems x iš |Хо: 01. 
E 
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Taigi gavome, kad / (х) «f(x,) visiems хэ хо i$ intervalo Ja; b[, t.y. 
Хо — funkcijos f(x) maksimumo taškas. 

2 teorema. Jei funkcija f (x) yra tolydi taške xy ir f' (x) «0 in- 
tervale |а; x| bei f' (x) >0 intervale |х; b|, tai taškas х, yra funkci- 
jos f (x) minimumo taškas. 

Dažniausiai ši teorema formuluojama paprasčiau: jei taške x, išvestinė 
keičia minuso ženklą į pliusą, tai x yra minimumo taškas. 

Šios teoremos įrodymas išplaukia iš 54 skyrelio 3 teoremos (p. 134) ir 
po jos einančios pastabos. Paliekame įrodyti šią teoremą patiems moki- 
niams savarankiškai, laikantis 1 teoremos įrodymo. 

Imkime, pavyzdžiui, funkciją 3x—x? (žr. 55 pav.). Jos išvestinė 
3-3x? keičia minuso ženklą į pliusą taške —1 ir pliuso ženklą į minusą 
taške 1. Iš čia ir 1 bei 2 teoremos išplaukia, kad taškas — 1 уга minimu- 
mo taškas, o taškas 1 — maksimumo taškas. 


Pratimai 


Raskite toliau nurodytų funkcijų kritinius taškus ir ištirkite, kurie jų 
yra maksimumo taškai ir kurie — minimumo taškai. 


470. а) f(x) = = х? — Зх; b) g()-xt- ух. 


v| — 


471. a) /(х)- itii b) y (x) = 2х3 + 6x? — 18x + 120. 


472. a) и(х) = 3х? 4x; b) o (x) = Vx. 


Ištirkite šių funkcijų monotoniškuma ir ekstremumus. 474, 476, 478 
pratimų funkcijoms nubraiZykite grafikus. 


473. a) v (x) = 4x? 6х; b) w(x)= 5 X х? – 3x. 
474. а) 54)-11-1, b) u (x) = үе (х > 0). 
475. a) f (x) = 6x? + 15x? + 10х°; b) g(x) 2x?(x—12)*. ` 
46. поет. 478. ир)- 2298-9), 
ат. y(Q- LH, 479. o (x) = a. 


56. Kvadratinés funkcijos tyrimas 


Funkcija f(x) 2 axt - bx-- c, kai a0, vadinama kvadratine. Si funk- 
cija yra apibrėžta ir tolydi visoje skaičių tiesėje. Jos išvestinė 


| f'(x) = 2ах+Ь 
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egzistuoja visiems xe ir lygi nuliui vieninteliame taške 
| Ь 
Х = — За . (1 y 


Funkcijos f reikšmė šiame taške lygi: Эн 


b b? b b: 
fGeg=/[-z)=a 28 +5-(— 27] +e = tem 
ES b—4ac _ р | 

мин 4 _ 4а? 


čia D=b?—4ac yra kvadratinio trinario ax?-- bx 4- c diskriminantas. Pa- 
Zymékime f(x,) raide yo. 

Prisiminkime, kad nuo diskriminanto D ženklo priklauso kvadratinio 
trinario šaknų egzistavimas ir jų skaičius: kai D 0, trinaris turi dvi šaknis 


-b- VD. _ _ —b+VD 
m AT, 
kurias galima parašyti ir taip: 
. ЭГ D 
х= XQ— À ir x4— xo + A, jei A VB, 


Kai D —0, šis trinaris turi vieną šaknį 
< X=-=, 


о kai D «0, trinaris neturi realiųjų šaknų. 

Tirsime funkcijos f išvestinės ženklą, kai x= xo. Iš (1) lygybės išeina, 
kad b= —2ax,, todėl išvestinę galėsime parašyti šitaip: 

Г’ (x) = 2а (x — xj). 

Norėdami ištirti funkciją f pagal jos išvestinės f“ ženklą, tirsime tokius : 
atvejus: 

1) Jei a>0, tai f” (x) «0, kai x «x, ir f” (x) >0, kai x> xo. 

Vadinasi, funkcija f mažėja intervale ] — со; xo] ir didėja intervale [x,; 
+ oo[. Taške x, funkcija f įgyja mažiausią reikšmę: 


Лмь = f (Xo) = Yo: 


2) Jei а<0, tai f” (x) 0, kai x «x, ir f° (x) «0, kai x>x4. Vadinasi, 
funkcija f didėja intervale ]— oo; хо] ir mažėja intervale | хо: + oo[. Take 
Хо funkcija f įgyja didžiausią reikšmę: 


Јах = f (xo) = уо. 


Pagal diskriminanto D ženklą kiekvieną šių atvejų skirstome dar į 
tris atvejus. 

Funkcijos grafiko padėtys abscisių ašies atžvilgiu, atitinkančios šiuos 
šešis atvejus, pavaizduotos 59 paveiksle. 
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59 рау. 


1 pavyzdys. Nubraižykite funkcijos у(х)=х?+2х-3 grafiką. Pa- 
naudosime kvadratinės funkcijos tyrimo rezultatus. Kadangi а>0 ir D>0 
(a=1 ir D=16), tai turime I, atvejį. 

Norėdami nubraižyti grafiką, rasime parabolės viršūnės koordinates: 


Xe = - + = —1 ir Уо =f (хо) = —, 


Išsprendę lygtį 
х2-2х-43--0, 


randame grafiko susikirtimo su Ox ašimi taškų abscises: —3 ir 1. Duoto- 
sios funkcijos grafikas pavaizduotas 60 paveiksle. 


61 pav. 
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| 


” 


kinės O Almis si BE. 


E 2.29 > 


2pavyzdys. Nubraižykite funkcijos y (x)= — 4 х2-х-1 grafiką. 
1 1 
а= — 1 «0, р=1-4-(-+) (- 1)=0. 
Todėl turime II, atvejį. 
Rasime parabolės ir Ox ašies lietimosi taško abscisę: 


b* 
Xo = sė 


Duotosios funkcijos grafikas pavaizduotas 61 paveiksle. 


Pratimai 


Ištirkite kvadratines funkcijas ir nubraižykite jų grafikusi 
480. f(x) 2 x* — 7x +6. 483. u (x) = — Зх? + 8x 4-8. 


481. g(x) = 42-1259. 484. v (x)= — 1*4 2x-3. 
482. h(x) 2x? — 3x 110. 485. у(х) = — 228 c Ax — T. 


57. Kvadratiniu nelygybiu sprendimas 


Remiantis kvadratinés funkcijos tyrimu, galima spresti kvadratines . 
nelygybes. Sakykime, kad reikia rasti nelygybés 


ax*+bx+c>0 (1) 
sprendinius. 
1) Jei kvadratinio trinario ax2+ bx + с diskriminantas D yra neigiamas, 
tai funkcijos 
f(x) Sax? -фх--с 


grafikas nekerta abscisių ašies ir, vadinasi, yra virš abscisių ašies (kai 
a » 0) arba žemiau jos (kai a <0). Pirmuoju atveju (1) nelygybės sprendinių 
aibė yra visų realiųjų skaičių aibė (62 pav.), o antruoju — ši aibė tuščia 
(63 pav.). 


63 pav. 
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2) Jei kvadratinio trinario diskriminantas D teigiamas, tai funkcijos 
f grafikas perkerta abscisių ašį taškuose x, ir x, (konkretumo dėlei laikome, 
kad x, <x;), kurie yra lygties ax?+bx+c=0 šaknys. 

Šiuo atveju funkcija f turi vieną ir tą patį ženklą visuose intervalo 
1х1; x;[ taškuose ir jam priešingą — intervaluose ]— оо; x,[ ir ]x5; + оо] 
(64 ir 65 pav.). Intervaluose ]— oo; x;[ ir | са: + 00[ funkcijos f ženklas 
sutampa su skaičiaus a Zenklu..Siu duomenų pakanka, sprendžiant 
klausimą, kuriems iš intervalų priklauso duotosios nelygybės sprendiniai. 


9 Y 


0| х, Хә X 


64 pav. 65 pav. 


3) Atvejį D=0 išnagrinėkite savarankiškai. 
1 pavyzdys. Išspręskite nelygybę 2x2+x—1>0. 
Diskriminantas Р=1+8=9>0; ieškome kvadratinio trinario Saknuf 


(284-х-1-0) «(х o 21109 - а 188 1), 


Sakykime, kad f(x)-2x?--x— 1, tada /(0)= —1. Vadinasi, f(x) «0, kai 
хє} 222: [ir f(x)>0, kai xe]— co; —1 [ 015: + оо[. 
Taigi šios nelygybės sprendiniai yra visi realieji skaičiai, tenkinantys 


arba nelygybę x « —1, arba nelygybę хээр. 

2 pavyzdys. Išspręskite nelygybę x? —4x 4-520. 

Diskriminantas D—16 —20- —4 «0. Sakykime, kad f(x) 2x?— 4х+5, 
tada f (0) «5» 0. Vadinasi, funkcijos f grafikas yra virš abscisių ašies, t.y. 
Т(х)»0 visiems xe R. Todėl duotoji nelygybė yra teisinga visoje skaičių 
tiesėje. р 
3 pavyzdys. Kai x» 1, yra teisinga nelygybė x? —3x +2 > 0. Irodykite. 
Sakykime, kad f(x)2x?—3x--2. Tada i 

| f (x) =3x2—-3=3(x2—1)>0, kai x» 1. 
Vadinasi, funkcija didéja, kai x 2 1, ir kadangi 


1(1)-1-4-2-0, 
tai 
f(x) »0, kai x» 1. 
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Pratimai 


Išspręskite šias nelygybes: 


486. 6х®—х—2>0. 489. х52-2х--3-0. 
487. 2x? - 6x -52 0. 490. 9x? —3x —2 > 0. 
488. x? —3x +2 > 0. 491. 2—- x —x?20. 


492. Įrodykite: kai x >0, yra teisingos tokios nelygybės: 
a) $03 - 233 x0; b) 5-2 x x»0. 


493. Išnagrinėkite, kaip sprendžiama nelygybė ax?-- bx - c» 0, kai D=0. 


S8. Bendroji funkciju tyrimo schema 


Funkcijos grafiko braižymas iš atskirų taškų — labai netobulas me- 
todas. Teisingo funkcijos grafiko, vadinasi, ir funkcijos kitimo vaizdo . 
negalima susidaryti, net apskaičiavus daugelio taškų ordinates. 

Iš anksto ištyrus funkcijos monotoniškumą ir ekstremumus, reikės 
daug mažiau taškų ir iš šių taškų nubraižytas grafikas tiksliau atspindės 
funkcijos kitimo eigą. Šį tyrimą patogu atlikti pagal tokį planą. 

1. Surandame funkcijos apibrėžimo sritį. 

2. Surandame duotosios funkcijos išvestinę. 

3. Surandame duotosios funkcijos kritinius taškus. 

4. Surandame funkcijos monotoniškumo intervalus ir ekstremumus. 

5. Braižome funkcijos grafiką. 

1 pavyzdys. Ištiriame funkciją у (х) = —x*--2x?--3. ir nubraižome 
grafiką. 

1. D(y)=R. 

2. у (х) = —4х%#++4х= —4x (х—1) (x+). 

3. Kritiniai taškai: 0; 1; —1. 

4. Sudarome lentele: 


x -о«х«-1 | -1| -Ї1«х«0 | 0 | 0«х«1 1 1<х<+о | ` 


y (x) + | 0 | = | 0 | + 0 Ш 


тїп | max 


Sios lentelės pirmoje eilėje didėjimo tvarka surašyti funkcijos kriti- 
niai taškai ir jų apriboti intervalai. Atroje eilutėje pažymėti išvestinės 
ženklai šiuose intervaluose. Trečioje ir ketvirtoje eilutėje pateiktos išvados 
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apie šios funkcijos (,,7 * — didėja, „№ “mažėja). I$ lentelės matome, 
kad 


Утах = у (— 1) =4; 
Ymax = у (1) =4; 
Jmin FY (0) =3. 
5. BraiZome funkcijos grafiką (66 pav.). 


66 pav. 67 pav. 


2 pavyzdys. Braižome funkcijos f (x)= | x | grafiką. 
1. xe] – оо; +0|. 
1 -1, kai — oo < x<0, 
2. f'(x)7 
l, kai 0« x « + о. 
(Zr. 55 skyrelio 1 pavyzdi (p. 136).) 
3. Funkcijos vienintelis kritinis taškas — taškas 0, kuriame išvestinė 
neegzistuoja. 
4. Sudarome lentelę: 


x [1-®;о[| 0 E 
f'(x) | - | neegzistuoja | + 
| f | «| 0 | я 
| | нь | 
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5. BraiZome funkcijos grafika (Zr. 57 pav., p. 137). 

3 pavyzdys. Braižome funkcijos f (x) 2x? —3x grafiką. 
1. D(f)=R. 
‚2. f' (x) 33x? 323 (x- 1) (x+1). 

3. Kritiniai taškai: —1, 1. 

4. Sudarome lentelę: 


5. Braižome funkcijos grafiką (67 pav.). 


Pratimai 

Ištirkite šias funkcijas ir nubraižykite jų grafikus: 
494. /(х) = х®—8х-+ 1. 
495. f(x) = х* — 2х%-+Е3. 


6(х—1) 
х*+3 


496. f(x) = 


59. Funkcijų didZiausiosios ir mažiausiosios reikšmės 


68 paveiksle pavaizduotas funkcijos /, apibrėžtos intervale [a; В], gra- 
fikas. Taške x, duotoji funkcija turi maksimumą, o taškuose x, ir x4 — mi- 
nimumus. Kaip matyti iš grafiko, funkcija mažiausiąją reikšmę įgyja taš- 


68 pav. 


ke x,— mažiausiam iš minimumų taške. Didžiausią reikšmę funkcija įgyja 
dešiniajame intervalo gale — taške b, kuriame funkcija neturi ekstremumo. 
(nes dešiniau taško b funkcija neapibrėžta). 

Šis pavyzdys iliustruoja tokią taisyklę. 


Norint surasti funkcijos, diferencijuojamos duotajame intervale, mažiau- 
-slaja їг didžiausiąją reikšmę, reikia rasti intervalo viduje esančius funkcijos 
kritinius taškus, apskaičiuoti funkcijos reikšmes šiuose taškuose bei intervalo 
galuose ir iš visų tokiu būdu gautų skaičių išrinkti mažiausią jį ir didžiausią jį. 

| pavyzdys. Raskite funkcijos y (x) 22x?--3x? —1 mažiausią ir di- 
:$£iausig reikšmę šiuose intervaluose: 

а) [—2; — 0,5]; b) [—0,5; 1]; c) [1; 3L. 
Randame duotosios funkcijos kritinius taškus. Kadangi 
y'(x)=6x2+ 6x=6x(x+ 1), 


tai kritinių taškų уга du: O ir —1. 
a) Intervalui [—2; —0,5] priklauso tik vienas i$ kritiniu ta$ku: x= —1. 
Kadangi 


y(-2)= -5, у(—1)=0 ir y(-0,5)= – 0,5, 
tai ši funkcija didžiausią reikšmę, lygią O, įgyja taške —1, o mažiausią, 
lygią —5, — taške —2. Trumpai tai galima užrašyti taip: 


max „RE y(-1)=0, тіп y(x)=y(-2)= –5. 
[-2; 1—2; —0,5] 


b) »(-5)- -0,5, у(0)--1, »(D 4. 
"Vadinasi, min pue Эн max pe 4. 
1-0,5 
с) Е 11:81 оюн. funkcija didėja. Todėl ын y (х)= у (1)=4. 


Didžiausios reikšmės funkcija intervale [1; 3[ ms nes taškas 3 ne- 
priklauso šiam intervalui. 

2 pavyzdys. Turime vielą, kurios ilgis lygus / (m) (pavyzdžiui, 80 m). 
Sia viela reikia aptverti didžiausio ploto stačiakampį žemės sklypą, kurio 
viena kraštinė eina prie gamyklos pastato sienos. 


Pažymėkime vienos sklypo kraštinės ilgį raide x (69 pav.). Tada greti- 
:mos kraštinės ilgis lygus /—2x. Tokiu atveju plotas lygus: 


$ (х) = x (1— 2x)= lx — 2x. 


‘Savaime aišku, kad 0«x« d. Vadinasi, uždavinys bus išspręstas, kai su- 


+asime funkcijos S didžiausią reikšmę intervale [o. >]. 
Randame šios funkcijos kritinius taškus: 


8(х)-1-4х) -4х-0, kai х= L 


2 
s(1)* «(- z)* в. 
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o kadangi S (0) 20 ir S (z) —0, tai didžiausią reikšmę funkcija S įgis, kat 
х= ат 4 
max S (х) = s(1) e (m°). 


[>] i 


. Kai /=80 (m), max 5 (x)=800 (m?). 
[0; 40] 


З pavyzdys. Iš stačiakampio skardos lapo 80х50 cm, išpiaunant 
jo kampuose vienodus kvadratus ir užlenkiant likusius kraštus, reikia: 
padaryti iš viršaus atvirą didžiausios 
talpos dėžutę (70 pav.). 

Išpiaunamojo kvadrato kraštinės 
ilgi pažymėkime x. Lengva matyti, 
kad 0<x<25. Šiuo atveju dėžutės 
tūris lygus 

V (x) = x (80 — 2х) (50 — 2х) = 
= 4x3 — 260x? + 4000x. 


69 pav. j 70 pav. 


Uždavinys bus išspręstas, kai surasime funkcijos V didžiausią reikšmę 
intervale [0; 25]. Kadangi 


V' (x) = 12x2 = 520x + 4000, 


tai, spręsdami lygti 
12x2 — 520x + 4000 =0, 


rasime kritinius taškus x= е, х»=10. Intervale [0; 25] yra tik vienas: 
iš jų: 10. Kadangi V(0)= V(25)=0, o V(10)>0, tai taške 10 funkcija 
V igyja didžiausią reikšmę. Išpiaudami kvadratus, kurių kraštinė lygi 
10 (cm), mes gausime didžiausio tūrio dėžutę: 


max V (x) «V (10) = 18 000 (стз). 
10: 25] 


4 pavyzdys. Sakykime, kad materialus taškas juda i$ apatinės pusplokStumés: 
taško M į viršutinės pusplokštumės tašką N taip, kad apatinėje pusplokštumėje jo grei- 
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tis yra pastovus ir lygus vı, viršutinėje — və. Kokiu keliu turi judėti taškas, kad visam 
keliui nueiti reikėtų mažiausiai laiko (71 pav.)? 

Kai v,=v,, ieškomasis kelias yra atkarpa [ММ]. Kai 0,*v,, taškas turės judėti 
laužtine MON, be to, taško O padėtį reikia taip parinkti, kad keliui MON nueiti būtų 
sunaudota mažiausiai laiko. Sakykime, atkarpą [MO] taškas nueina per laiką їц, o 
ĮON]- per laiką /,. Nubrėšime atkarpas MM“ | M'N', NN' | M'N' ir pazymésime 
. |M'O|=x, IMM'|-h, ! NN’ | hs, | М” N'|=1. 


Tada kelias MON bus nueitas per laika 
! O 
N (== 100: 61001. 
1 


Us 


. Vin ү Vilx, 


©, Ug 
sl x 
t' (x) vi Vir 
E MNT. ME 
o Vhe-—x3 ° 
Ç - x 1—х 
t' (x) 26, jei TMOT š INOT” 
71 pav. _@ Q sing _ v, 
к t. y. jei sin B E 


Fizikos kurse jūs sužinosite, kad, būtent, taip lūžta šviesos spindulys, pereidamas 
iš vienos aplinkos į kitą (kampas х vadinamas kritimo kampu, o kampas B — lūžimo 
kampu). Taigi šviesos spindulys juda tokiu keliu, kad judėjimo laikas būtų mažiausias. 
Tai ir išreiškia fizikoje žinomas Ferma principas. 


. Pratimai 


497. Raskite funkcijos 
f(x)2xt—8x?—9 
mažiausią ir didžiausią reikšmę intervaluose: 
a) [— 1; 1]; b) [0; 3]. 
498. Materialus taškas juda tiese pagal dėsnį 


s()-5re 28-5 08; 


čia s (f) — kelias (metrais) ir £ — laikas (sekundėmis). Kokiu laiko 
momentu taško judėjimo greitis bus didžiausias ir kam lygus šis di- 
džiausias greitis? 

499. Parodykite, kad iš visų lygiašonių trikampių, įbrėžtų į skritulį, lygia- 
kraščio trikampio plotas yra didžiausias. 

500. Įrodykite, kad iš visų stačiųjų trikampių, kurių įžambinė duota, 1у- 
giašonio trikampio plotas yra didžiausias. 

501. Teigiamą skaičių išreikškite dviejų dėmenų suma taip, kad jų san- 
dauga būtų didžiausia. 
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502. Į atvirą baką, kurio pagrindas — kvadratas, turi tilpti V litrų skys- 
čio. Kokių matmenų bakui pagaminti bus sunaudota mažiausiai 
medžiagos? | 

503. Gręžimo bokštas stovi lauke už 9 km nuo artimiausio plento taško. 
Iš gręžimo vietos reikia pasiųsti kurjerį į prie plento esančią gyven- 

vietę, tarp kurios ir plento minėto taško yra 15 km (plentą laikome tiė- 


sia linija). Kurjeris per lauką važiuoja dviračiu вхт, о plentu — окт. 


Į kokį plento tašką reikia jam važiuoti, kad greičiausiai nuvyktų į gy- 
venvietę? 


60*. Istorinės žinios 


XVII amžiuje matematikos istorijoje įvyko perversmas. Dekartas 
sugalvojo koordinačių metodą plokštumos kreivėms nagrinėti. Vystan- 
tis gamtos mokslams, reikėjo ištirti, kaip kinta funkcijos, visų pirma, 
funkcijos, išreiškiančios judančių kūnų ir kitų fizikinių dydžių priklauso- 
mumą nuo laiko. Išvestinė buvo taikoma funkcijų ekstremumams surasti, 
įvairių kreivių liestinėms apskaičiuoti ir t.t. Pirmuose Dekarto, Paska- 
lio ir Ferma darbuose iš esmės jau buvo diferencijavimo taisyklės. 

Šiuo metu matematine analize vadinama matematikos šaka, nagrinė- 
janti diferencialinį ir integralinį skaičiavimą (su integralinio skaičiavimo 
elementais jūs susipažinsite aukštesnėse klasėse). Sistemingą mokymą apie 
išvestines, diferencialinį skaičiavimą išvystė vokiečių matematikas ir filo- 
sofas G. Leibnicas (1646—1716) ir anglų matematikas bei šiuolaikinių 
matematinių gamtos mokslų pradininkas I. Niutonas (1643—1727). 

Terminą „funkcija“ įvedė Leibnicas, bet ilgą laiką taip buvo vadina- 
mos tik funkcijos, išreiškiamos kokiu nors analiziniu reiškiniu. Oilerio 
laikais funkcijos, reiškiamos skirtingose intervalo dalyse skirtingomis 
lygtimis, nebuvo laikomos „tikromis“ funkcijomis. Tačiau prancūzų ma- 
tematikas Furje savo veikaluose 1822 m. faktiškai jau naudojo pačią 
bendriausią funkcijos sąvoką; nors ir aiškiai nesuformulavo šios sąvokos 
apibrėžimo. 

Šiuolaikinį skaitinės funkcijos apibrėžimą, nesusietą su jos reiškimo 
būdu, nepriklausomai vienas nuo kito suformulavo rusų matematikas 
N. Lobačevskis 1834 m. ir vokiečių matematikas L. Dirichlė 1837 m. 
Šių apibrėžimų pagrindą sudarė idėja, kad funkcijos sąvokoje neesminga 
tai, kokiu būdu kiekvienam x priskiriama kokia nors reikšmė / (x), svarbu 
tik, kad ši atitinkamybė būtų nustatyta. 

Šiuolaikinė funkcijos sąvoka su bet kokia apibrėžimo sritimi ir bet 
kokia reikšmių (nebūtinai skaitinių) aibe šiuolaikinė terminologija ir 
žymėjimai iš esmės susiformavo visai neseniai — šio šimtmečio pir- 
moje pusėje. 

Funkcijos ribos sąvoka buvo aiški jau XVII a. matematikams. Fak- 
tiškai jie mokėjo teisingai skaičiuoti ribas. Tačiau sekos ribą ir funkcijos 
ribą griežtai apibrėžė (tai išliko iki šių dienų) tik prancūzų matematikas 
O. Koši(1789 - 1857), nors ne iš karto visi tai suprato. 
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XVII a. matematikoje įvykusio perversmo gilumą ryškiai apibūdino 
Karlas Marksas ir Fridrichas Engelsas. Engelsas rašė: ,,Posūkio tašku 
matematikoje buvo Dekarto kintamasis dydis. Jo dėka į matematiką atėjo 
judėjimas ir dialektika“. Tačiau naujų matematikos šakų, susijusių su 
funkcijų, nykstančių dydžių, ribų ir išvestinių sąvokomis, vystymosi pra- 
айа Marksas apibūdino kaip „,„mistinę“. x 

Daugelio XVII a. matematikų šūkis buvo: ,,Zenkite pirmyn ir jūs 
įsitikinsite rezultatų teisingumu“. 

Tiktai pasirodžius Koši darbams, XIX a. buvo logiškai pagrįsti mate- 
matinės analizės pradmenys. Šiam tikslui, be kita ko, reikėjo griežtos 
realiųjų skaičių teorijos. O ją tik XIX a. antroje pusėje išvystė Vejerštra- 
sas, Dedekindas ir Kantoras. 


Papildomi V skyriaus pratimai 


504. Kuriame funkcijos y-Vx grafiko taške liestinė sudaro 45? kampą 
su abscisių ašimi? 

505. Raskite metodą, analogišką 2 pavyzdžio (p. 129) metodui, kubinės 
parabolės y —x? grafiko liestinei nubrėžti. 

506. Nubraižykite grafiką kokios nors funkcijos, kuri duotajame taške 
x, turi tokias savybes: 


a) f(x) =0 ш Л" (х)=0; ° 
b) f(x) =0 ir f (№) < 0; 
с) /(ху)-0 ir f" (x) > 0. 


Raskite šių funkcijų monotoniškumo intervalus: 


507. a) и(х)= 57р; b) g (x) = 3x -- 2x +1. 
508. a) f(x) = 232 3x + 4; b) 2 (х) 2330 2x 4-1. 
509. а) g(X)e jx jx3-2x-2; b) fak 


510. Ištirkite šių funkcijų monotoniškumą ir ekstremumus: 
a) 5(0 ==: b) u()=Vë-1; д/(9-18-3, 
Ištirkite kvadratines funkcijas ir nubraižykite jų grafikus; 
511. y «2x? - 5x — 3. 514. Н (x)  — x? - 6x —9. 
512. Е (x) 2 x? - 8x - 16. 515. /(х) — 2x? - 5x3. 
513. ф(х) 2 3x? - 4x 2. 516. g(x) = — 3x3 -5x—4. 
Išspręskite nelygybes: | 
517. 3х®—2х—1<0. 519. №—2х+1<0. 


518. 6x —x-2«0. 520. 1x 2x5» 0. 
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Ištirkite funkcijas ir nubraižykite ju grafikus: 


521. g (x) = 338 — 2x? +4. 523. u(x) 233 Зх? 4-2. 
522. h(x) = 3x* — 3x3 + 5. 524. w (x) = xš + x. 
525. Raskite funkcijos g (x) 2x? — 3x?--3 mažiausią ir didžiausią reikšmę 


526. 


527. 


528. 
529. 


530. 
531. 
532. 
533. 
534. 


535. 


536. 


537. 


538. 


539. 


intervaluose: a) [—1; 1]; b) 1; 3]. 

Raskite funkcijos h (x)—3x?—9x?--2 mažiausią ir didžiausią reikš- 
me intervaluose: a) [—1; 1]; b) [1; 3]. 

Iš visų į pusskritulį įbrėžtų stačiakampių (viena stačiakampio 
kraštinė yra pusskritulio.skersmenyje) raskite didžiausio ploto stačia- 
kampį. 

Koks turi būti kūgio aukštinės ir skersmens santykis, kad duotojo 
tūrio kūgio šoninis paviršius būtų mažiausias? 

Duoto ilgio / vielos gabalą reikia sulenkti taip, kad ji apribotų di- 
džiausio ploto stačiakampį. Kokie turi būti stačiakampio matme- 
nys? 

Duoti lygiašoniai trikampiai. Kiekvieno jų perimetras lygus 2p. 
Kurio šių trikampių plotas yra didžiausias? 

Skaičių 12 išreikškite dviejų teigiamų dėmenų suma taip, kad dėmenų 
sandauga būtų didžiausia. 

Skaičių 10 išreikškite dviejų teigiamų dėmenų suma taip, kad dėme- 
nų kvadratų suma būtų mažiausia. 

Skaičių 8 išreikškite dviejų teigiamų dėmenų suma taip, kad dėmenų 
kubų suma būtų mažiausia. 1 
Į lygiašonį trikampį, kurio pagrindas 20 cm їг аш 6 8 cm, įbrėž- 
tas stačiakampis. Stačiakampio viena kraštinė yra trikampio pagrin- 
de. Kokia turi būti stačiakampio aukštinė, kad jo plotas būtų di- 
džiausias? 

Raskite skaičių, kurį sudėjus su jo kvadratu gaunama mažiausia 
suma. 

Valtis yra už 3 km nuo kranto artimiausio taško A. Valties keleivis 
nori nuvykti į tame krante esantį kaimą B, nutolusį nuo A per 5 km. 


Valties greitis 4 Em , o keleivis pėsčiomis per valandą nueina 5 km. 
Prie kurio kranto taško turi priplaukti valtis, kad keleivis trumpiau- 
siu laiku pasiektų kaimą B? 

Atkarpos AB, | AB |=5 m, galai slenka koordinačių ašimis. Taško 
A judėjimo greitis lygus 2 “гэ Koks taško B judėjimo greičio modulis 
tuo momentu, kai taškas А yra per 3 m-nuo koordinačių pradžios? 
Vertikaliai pastatytų kopėčių ilgis lygus 5 m. Apatinis kopėčių ga- 
las pradeda slysti pastoviu greičiu 2 2 . Kokiu greičiu ir kokiu pa- 
greičiu momentu t leidžiasi viršutinis kopėčių galas? 

Nevienalytis strypas AB yra 12 cm ilgio. Jo dalies AM masė didėja 
proporcingai taško M atstumo nuo galo A kvadratui ir lygi 10 g, kai 
| AM |=2 cm. Raskite: 1) viso strypo АВ masę ir tiesinį tankumą 
bet kuriame strypo taške M; 2) kam lygus strypo tiesinis tanku- 
mas taškuose A ir B. 
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540. 


541. 


542. 


543. 


544. 


545. 


Masės m kūnas juda tiese pagal dėsnį S (f) =at?+ßBt+y (a, 8, ү — 
konstantos). Įrodykite, kad kūną veikianti jėga yra pastovi. 

Ratas sukasi taip, kad posūkio kampas proporcingas laiko kvadratui. 
Pirmąkart ratas apsisuko per 8 s. Apskaičiūokite rato kampinį grei- 
ti, jei ratas sukasi jau 48 s. 

Kūnas išmestas vertikaliai aukštyn 10 m aukštyje pradiniu greičiu 


40 ES . Raskite: a) kokiame aukštyje nuo žemės paviršiaus jis bus 
po 1 s; b) po kiek sekundžių kūnas pakils aukščiausiai ir koks tada 
bus jo atstumas nuo žemės (laikykite, kad g — 10 Ez) , 

Apvalus metalinis diskas kaitinamas plečiasi taip, kad jo spindulys 
tolygiai didėja 0,01 S Kokiu greiciu didéja jo plotas tuo momentu, 


kai jo spindulys lygus 2 cm? 

Lempa pakabinta 12 m aukštyje virš tiesaus horizontalaus tako, 
kuriuo eina 1,8 m ūgio žmogus. Kokiu greičiu ilgėja jo šešėlis, kai 
х m .м. 

žmogus tolsta 50 = greičiu? 

Iš visų į apskritimą įbrėžtų stačiakampių raskite tą, kurio plotas 
yra didžiausias. 


VI skyrius TRIGONOMETRINĖS 
FUNKCIJOS, JŲ GRAFIKAI 
IR IŠVESTINĖS 


8 12. 


SKAITINIO ARGUMENTO 
TRIGONOMETRINĖS FUNKCIJOS 


61. Kampinių dydžių matavimas radianais 


Iš aštuonmetės mokyklos kurso žinomi įvairūs kampinių dydžių ma- 
tavimo vienetai: statusis kampas d*, laipsnis, minutė, sekundė. Šie viene- 
tai yra susieti tokiomis lygybėmis: 


d=90°, 1°=60’, 1'=60", 8 


1 # = d 9 ; mM 1 f 

0% "-G). r-(u)- 

Siais vienetais matuojami kampu, lanku, 

posūkių didumai. 72 paveiksle kampo үл 


^N 
AOB didumas AOB lygus 60?. Tokia pat 


reikáme 60? turiirlanko АВ didumas AB. 
Spindulys OA, pasukant jį apie tašką 
О 60° kampu arba (tai yra tas pats) — 300? 72 pav. 
kampu, atvaizduojamas į spindulį OB. 
Dabar susipažinsime dar su vienu kampinių dydžių matavimo viene- 


1°= 


tu — radianu. Radianas — tai ын laipsniu: 
| rad =( 0.) 57:17:45", 


Kad tokį kampinių dydžių matavimo vienetą tikslinga įvesti — išryškėja, 
pastebėjus, jog vieno laipsnio lanko, kai apskritimo spindulys yra r, il- 


gis lygus 10 r, о to paties apskritimo vieno radiano lanko ilgis / išreiškia- 
mas paprasčiau: 


| 
з 


* Tiksliau: d — bet kurio stačiojo kampo didumas. 
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Matuodami kampinius dydZius radianais, véliau susipaZinsime su dar 
ryškesniais tokio matavimo pranašumais. : 

Kampinių dydžių radianinį matą laikysime pagrindiniu ir žymėjimą 
rad praleisime, t. y. tiesiog rašysime: 


4-5, 24 — m, 1° = тау ~ 0,01745 


ir t.t. Tą pati darysime, žymėdami posūkius: 


R!80° — К", R = ЮЗ. 


Posūkis kampu, turinčiu 2x radianų, t. y. 3609 kampu, kaip žinome, yra 
tapatusis atvaizdavimas: 


К?л = Ко =E. 


Jei posūkio kampas matuojamas 
radianais, tai 


+2nn— ра 
R< mn — RV, 


kai n — bet kuris sveikasis skai- 
čius. 
Praktiškai matuojant kampus 
radianais, galima naudoti specialų 
73 pav. matlankį, kurio pusapskritimyje 
pažymėti radianai ir jų dešimtosios 
dalys (73 pav.). Padaliję kiekvieną mažąją padalą į 10 kongruenčių dalių, 
galėsime matuoti kampus 0,01 radiano tikslumu ir t. t. 
73 paveiksle kampų АОВ, AOC, AOD, AOF radianiniai matai atitin- 
kamai lygūs: 0,5; 1,1; 2,0; 2,9. 
1 pavyzdys. Išreikškite radianais 45°, 360, 1350, 2500, 3309, 360? kam- 
pus. 
Iš radiano apibrėžimo turime: 


ON a. o= _7_ бы”. 
45° = 180 `45=4; 30 — 5 :36— =; 
o, T 238. o= T оргу 297, 

135° = тау 135 = 57; 250° = теу ·250= Gg i 
о T ilr, o T, = 
330° = тау `890=-в—: 360° = тау +360 = 2л. 


Skaičiuojant dažnai tenka kampinių dydžių laipsninį matą keisti radi- 
aniniu ir atvirkščiai. Šiam darbui palengvinti yra sudarytos specialios len- 
telės. 156 puslapyje pateikta ištrauka iš V. Bradžio lentelių rinkinio (p. 61). 

2 pavyzdys. Raskite kampo 86? 38' radianinį matą. 
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Lentelės kairiajame stulpelyje surandame 86°, po to slenkame atitin- 
kama eilute iki lentelės stulpelio, po kuriuo (arba virš kurio) parašytas 
minučių skaičius, artimiausias 38, t. y. iki stulpelio 36'. Nurodytų stulpe- 
lio ir eilutės sankryžoje randame 860936” kampo radianinį matą, prie jo 
dar reikia pridėti pataisą trūkstamoms 2' (žr. tris paskutiniuosius stui- 
pelius); gauname 


86°36' = 1,5115 
T REI 
Atsakymas: 86738 = 1,5121 


3 pavyzdys. Raskite kampo «= 1,5248 laipsninį matą. 
Lentelėje randame skaičių, artimiausią duotajam radianiniam matui, 
ir atimame pataisą: 


1,5254 287924 
NE =—27 


Atsakymas: 1,5248 287°22' 


4 pavyzdys. Išreikškite laipsniais kampų didumą? 


T m м“ л _9п зу 
&*” 39 ОРЕ: 4" 
Apskaičiuojame: 
IT 
z-(mpimeme (Ba 
-3--(22)-2--135, 3s-( y .3s-54e. 


5 pavyzdys. Vienetiniame apskritime (spindulio r=1 apskritimas, 
kurio centras — koordinačių pradžia) pažymėkite tašką, į kurį posūkiu 
R* apie apskritimo centrą « radianų kampu* atvaizduojamas abscisių 
ašies vienetinis taškas P,, kai х įgyja tokias reikšmes: 


0, 7 тот x 2r 
^6? 4? 3? 2, 3? 


т бт 7л m An n бл т Hm о 
4”? 6, 79769 4» 3,729 3* 4" 767 т. 


* Šiame skyriuje nagrinėjami tik posūkiai apie koordinačių plokštumos pradžios taš- 
ką O. Todėl vietoj R$ rašome ЁС. 
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TEE o. TA 
Radianinis matas (Are A = E 


A Ü 6 12 | 18 | 24' | 30 | 36” | 42 | 48' 


ч 
a 
— 

+ 
N 
ө 


1 
70° | 1,2217| 2235 | 2252 | 2270 | 2287 | 2305 | 2322 | 2339 | 2357 | 2374 
71° | 12392] 2409 | 2427 | 9444 |2462 | 2479 | 2497 | 2514 | 9531 | 9549 
72° | 1,2566 2584 | 2601 | 2619 | 2636 | 2654 | 2671 | 2689 | 2706 | 2723 
73° | 1,2741| 2758 | 2776 | 2793 | 2811 | 2828 | 2846 | 2863 | 2881 | 2898 
74° | 1,2915 2933 | 2950 | 2968 | 2985 | 3003 | 3020 | 3038 3055 | 3073 


75° | 1,3090} 3107 | 3125 | 3142 |3160 | 3177 | 3195 | 3212 | 3230 | 3247 
76° |1,3265| 3282 | 3299 | 3317 | 3334 | 3352 3369 | 3387 | 3404 | 3422 
77° | 1,3439) 3456 | 3474 | 3491 | 3509 | 3526 | 3544 | 3561 | 3579 | 3596 
78° |1,3614, 3631 | 3648 | 3666 ' 3683 | 3701 | 3718 ! 3736 3753 | 3771 
79° | 1,3788| 3806 | 3823 | 3840 | 3858 | 3875 3893 | 3910 | 3928 | 3945 


80° | 1,3963 3980 | 3998 | 4015 | 4032 | 4050 | 4067 | 4085 4102 | 4120 
81° | 1,4137, 4155 | 4172 | 4190 | 4207 | 4224 | 4242 | 4259 | 4277 | 4292 
82° |1,4312 4329 | 4347 | 4364 | 4382 | 4399 | 4416 | 4434 | 4451 | 4469 
83° |1,4486| 4504 | 4521 | 4539 | 4556 | 4573 | 4591 | 4608 | 4626 | 4643 
84^ |1,4661| 4678 | 4696 | 4713 | 4731 | 4748 | 4765 | 4783 | 4800 | 4818 


85° |1,4835| 4853 | 4870 | 4888 | 4905 | 4923 | 4940 | 4957 | 4975 | 4992 
86° | 1,6010 5027 | 5045 | 5062 | 5080 | 5097 | 5115 | 5132 | 5149 | 5167 
87° | 1,5184| 5202 | 5219 | 5237 | 5254 | 5272 | 5289 | 5307 | 5324 | 5341 
88° | 1,5359) 5376 | 5394 | 5411 |5425 | 5446 | 5464 | 5481 | 5499 | 5516 
89° | 1,5533 5551 | 5568 | 5586 | 5603 | 5621 | 5638 | 5656 | 5673 | 5691 
90° 1,5708 


Co Со Со Со C05 Сосо Co бобр Сосо Со Со Со Фо Co Co Co Co 
^о о оолу LALLL LSL e ° о % 
© < SO < So 0040 LL “Q SO < < O 


— HS 
| 0 | 6 | 12 | 18 | 24 | 30 | 36 | 42 | 48 | 54 | 11213 
A | Arc А | A | Arc А A Arc A | A | Arc A 
1” | 0,000 004 848 | 6" | 0,000 029 089 | 1 0,000 2909 6 | 0,001 7453 
2” | 0,000 009 696 | 7" (0,000033 937| 2' | 0.000 5818 T 0,002 0362 
3" | 0,000 014 544 | 8" |0,000 038 785, 3’ | 0,000 8727 8' 0,002 3271 
4" | 0,000019 393 | 9“ |0,000 043633, 4' | 0,001 1636 9'| 0,002 6180 
5" | 0,000 024 241 | 10” |0,000048 481| 5' ' 0,001 4544 10’ 0,002 9089 


— ————————À——M————————————— 


Sprendinys pavaizduotas 74 paveiksle. 


R° (Р) =R" (Р;) = Р =Р RS (P) = ЕЗ” (P) =Ры = Ps; 
6 
п 
3 


КА (Ру) = К (Р) =Р=Р„; К? (Р,) = R (Ру) = Poo = P 


п m; 
4 3 


т * 2n 
R? (Ро) = R9 (Ро) = Po — P5 ; R3 (P) = К!2° (Ро) 2 Pig = P sx; 
2 3 
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Зл 
R4 (Po) = В!35° (Р) = Pis =Pisx : 
4 


5r 
R 5 (P) = К!5%(Р,) = Ріо =P5r ir t.t. 
6 


Posūkį f radianų kampu, kai t — bet kuris realusis skaičius, susitarė- 
me žymėti R'. Bet kurį skaičių z dabar atitinka vienetinio apskritimo taš- 
kas 

P,= R: (Ро). 


Todėl galime teigti, kad apibréZéme realiųjų skaičių aibės R atvaizda- 
унаа. 1-»Р, į vienetinio apskritimo taškų aibę. Kadangi posūkiai R! ir 
R'**"" sutampa, tai taškas P, atitiks 
ne tik skaičių /, bet ir visus skaičius y \ t 
t--2zn, kai ПЕЙ. | 


75 рау. 


Atvaizdavimui 1-»Р, galima suteikti aiškią prasmę. Šiam tikslui tiesei 
х=1, einančiai per tašką Ру, suteiksime ašies Oy kryptį ir ją laikysime aši- 
mi Pot. Po to įsivaizduosime, kad begalinis netampus siūlas, įtvirtintas 
taške P), yra ištemptas išilgai tos ašies. ,, Vyniosime* abu šio siūlo galus 
ant vienetinio apskritimo, kaip parodyta 75 paveiksle. 

Aišku, kad siūlo taškas, kurio pradinės padėties (siūlas ištemptas iš- 
ilgai tiesės х= 1) ordinatė ašyje Py! buvo f, vyniojant pateks į vienetinio 
apskritimo tašką P,, o tiesės taškai, kurių ordinatės viena nuo kitos skiriasi 
skaičiumi, kartotiniu 27, vyniojant pateks į vieną ir tą patį tašką. 

Vadinasi, du realieji skaičiai s ir t atvaizduojami į vieną ir tą patį vie- 
netinio apskritimo tašką, tada ir tik tada, kai lygybė 


s—t-2nn 
уга teisinga su tam tikru sveikuoju skaiciumi п. 
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„Pratimai 


546. Nenaudodami lentelių, raskite stačiojo lygiašonio trikampio kampų 
laipsninį ir radianinį matą. . 

547. Keturkampio kampų didumai sutinka taip, kaip 5:9 :10 : 12. 
Raskite tų kampų laipsninį ir radianinį matą (be lentelės). 


548. Diskas sukasi 300 I greičiu. Raskite jo kampinį greitį (radianais 


per sekundę). 

549. Apskaičiuokite valandinés ir minutinės rodyklės kampinį greitį 

(radianais per valandą). 
` 550. Iš lentelių raskite kampų radianinius matus, kai žinomi šių kampų 
laipsniniai matai: a) 259: b) 50936'; c) 1370; d) 2379. 

551. Iš lentelių raskite kampų laipsninius matus, kai žinomi šių kampų 
radianiniai matai: а) 0,4853; b) 0,3756; c) 1,3246; d) 3,1416. 

552. Laivo kompaso apskritimas padalytas į 32 kongruenčias dalis, va- 
dinamas rumbais. Išreikškite vieną rumbą laipsniniu ir radianiniu 
matu. 

$53. Koordinačių plokštumoje pažymėkite tašką, į kurį posūkiu R* at- 
vaizduojamas abscisių ašies vienetinis taškas P,, kai: 

a) а=25% Б) <=-—100% c) «=F; d) а= — S. 

$54. Vienetiniame apskritime paZymékite taška, i kuri posükiu R* atvaiz- 

duojamas ordinačių ašies vienetinis taškas М,, kai 


а) «= 2 +2тп, b) — T2nm с) «= 58 оти; 
4) «= – 3 +271; n — bet kuris sveikasis skaičius. 


555. Posükiu apie centrą O kampu о taškas M atvaizduojamas į tašką Mj. 
Apibrėžkite šį posūkį, panaudodami kitą posūkio kampą, kai: 
а) «=125°; b) «=-400° c) <= 2"; d) <= —3m. 

` 556. Ar posūkiai R" ir R- 8 yra skirtingi? Kaip kitaip vadinami šie po- 
sūkiai? 

$57. Posūkiu apie centrą O kampu В taškas N atvaizduojamas į tašką М,. 
Apibūdinkite šį posūkį, panaudodami visus galimus posūkio kampus, 
kai B įgyja šias reikšmes: 


a 8=40% ^" с) B=ži e) B= 2n; g) В= 1,5; 
8--205  dg8--i3; 0 в=1; Hy тод, 
558. Raskite х, kai: 
In - 


a) Re. "-R*,; с) К°. R= Ке; 


b R ?. ="; d) RS. R*— RO 
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62. Lanko ilgis ir išpjovos plotas 


Anksčiau sužinojote, kad 1 radiano lanko ilgis / lygus spinduliui r:. 
l=r. 
Todėl « radianu lanko ilgis išteiškiamas taip: 
I=r-a. 
Kaip žinote iš aštuonmetės Mokyklos kurso, 1° anka atitinkančios- 
išpjovos plotas lygus 


Tr? 
Siso. = 360 ° 
o 1 radiana atitinkančios išpjovos plotas išreiškiamas paprasčiau: 
r? 
Бр. = > . 
Todėl х radianų lanką atitinkančios išpjovos (76 pav.) plotą išreikšime. 
tai x 
aip: 


Гы 
8 р, = 7 x. 8 

1 pavyzdys. Raskime apskritimo, kurio spin- i 
dulys r=15 cm, lanko ilgį, kai lankas lygus 
T . 
з radiano. 0 € rag! 

Lanko ilgis /= 15.2 — 5 (em). А 

2 pavyzdys. Raskite skritulio, kurio spin- 
dulys г--20 cm, išpjovos plotą, kai išpjovos lan- 4 
kas lygus ŽŽ radiano. b 76 pav. 


4 


Išpjovos plotas Sj, = 2 . = = 1507 (cm2). 


Pratimai 


559. Lankas AB lygus = radiano, o jo spindulys r—3 m. Kokio ilgio 


lankas AB? 

560. Lankas CD turi Эт radiano, o jo ilgis lygus 10 cm. Raskite lanko 
spindulį. 

561. Lankas MN turi > Эт radiano, o jo азийн г=8 т. Koks lanko. 
ilgis? 


562. Koks yra vienetinio apskritimo lanko ilgis, kai lanko radianinis 
matas lygus 220 


15% 


563. Lanko ilgis lygus 10 cm, o jo spindulys г=2 cm. Raskite lanko ra- 
dianinį matą. 
564. Išpjovės; kurios spindulys r—15 cm, lanko radianinis matas lygus 


= . Apskaičiuokite šios išpjovos plotą. 


565. Išpjovos lanko radianinis matas lygus 27 , o spindulys r=30 cm. 
Apskaičiuokite išpjovos plotą. 

566. Išpjovos lanko ilgis lygus 20 cm, o spindulys г=15 cm. Apskaičiuo- 
kite išpjovos plotą. 

567. Lanko radianinis matas lygus 2, o išpjovos plotas lygus 256 cm2. 
Raskite išpjovos spindulį. 

568. Išpjovos spindulys r —5 cm, o jos plotas lygus 75 cm?. Raskite išpjo- 
vos lanko radianinį matą. 


63. Skaitinio argumento sinusas ir kosinusas 


Prisiminkime kampo « sinuso ir kosinuso apibrėžimą iš VIII klasės 
geometrijos vadovėlio. Posükiu R“ apie koordinačių pradžią abscisių ašies 
vienetinis taškas Р,, atvaizduojamas 1 
tašką 


Р„= R* (P), 


kuris, kaip ir taškas Ру, уга vieneti- 
niame apskritime (77 pav.). Taško Р, 
ordinatė yra kampo. х sinusas, o jo 
abscisė — kampo « kosinusas, t.y. 


Y„=Sinh«, Xy = COS Q. 


Apibrėždami kampinių dydžių ra- 
dianinį matą, nustatėme abipus vie- 
nareikšmę atitinkamybę tarp realiųjų 

77 pav. skaičių aibės ir radianais išreikštų 

kampinių dydžių reikšmių aibės. Todėl 

galima kalbėti apie skaitinio argumento sinuso ir kosinuso trigonomet- 
rines funkcijas. | 

Apibrėžimas. Sakykime, kad 


P,= R! (Ро) 


yra koordinačių plokštumos taškas, gautas iš abscisių ašies vienetinio taško 
P, posūkiu t radianų kampu apie koordinačių pradžią. Taško P, ordinatė 
y, vadinama skaičiaus t sinusu, o taško P, abscisė x, — skaičiaus 
t kosinusu, t. y. 


X,—COSÍ, у, = іп Г. 


Sinuso ir kosinuso funkcijų epibrėžimo sritis yra visų realiųjų skaičių 
aibė R. Kadangi vienetinio apskritimo taško P koordinačių moduliai ne 
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didesni už vienetą, tai sinuso ir kosinuso funkcijų reikšmių aibė yra inter- 
valas [—1; 1]. | 
Kadangi Р,= M (х,; у) — vienetinio apskritimo taškas, tai x7 + y; = 1, 
t. y. teisinga tokia tapatybė* 
cos? t 4- sin? г = 1. (1) 
74 paveiksle (p. 156) pažymėti taškai, atitinkantys tokius skaičius: 
" m mom - бе Ут EE ut 
6! 4^ 3? 9? з 4? 6? 6» 
би 4п m бл m lix 9 
49747225. Х7 2077 


Šiuos skaičius laikydami argumento reikšmėmis, sudarykime sinuso 
ir kosinuso reikšmių lentelę. | 
Minėtų vienetinio apskritimo taškų ordinatés atitinkamai lygios 
ë 2 V° үз 1 үз V3 1 o ed 
, 9? 2 , 9 ? 2 ? 5 › , DE 


„Pratimai 

569. Patikrinkite, ar (1) tapatybė: teisinga anksčiau pateiktos lentelės 
^ sinuso ir kosinuso reikšmėms. 

570. Raskite sin x reikšmę, kai: a) cos «= š ; b) cosx= > 


* Kadangi funkcijos nepriklausomą kintamąjį galima žymėti bet kuria raide, tai (1) 
tapatybę galima rašyti ir taip: 


sin? «+cos? «=1, sin*x-Fcos*x-l ir t. t. 


6. Algebra ir analizės pradmenys IX—X kl. 161 


571. Raskite cos x reikšmę, kai: a) sin < = = ; b) sin x= 3 К 
Remdamiesi (1) tapatybe, suprastinkite šiuos reiškinius: 
572. sin? «—1. 
573. sint «4-2 sin? x cos? x + cos? x. 
574. (sin x+ cos &)? + (sin «—cos «)?. 
575. cos? x— cost x+ sin* a. 
576. sint x+ cos? x + sin? х * cos? x. 
571. sint о — cos! x —sin? x + cos? a. 
cos? x 

578. EIER s 

1—2 sin? a 

2cosža-1* 

2sin? «—1 

sina+cos4 ° 


579. 


580. 


581. Ar gali kosinusas büti lygus: a) 0,67; b) ын с) үз, 4) A 


64. Sinuso ir kosinuso grafikai 

Norėdami nubraižyti sinuso grafiką, pasirenkame koordinačių siste- 
mą ir nubréZiame vienetinio spindulio apskritimą, kurio centras — bel 
kuris Ox ašies taškas (kairiau taško O). Abscisių ašyje atidedame atkar- 
pa OP, kurios ilgis apytiksliai lygus nubrėžtojo apskritimo ilgiui (27 226,28 
ilgio vieneto). Po to šią atkarpą padalijame į kongruenčias dalis, pavyz- 
džiui, 1-16 kongruenčių dalių. Į tiek pat kongruenčių dalių dalijame ir ар- 
skritimą, pradėdami nuo taško P. Apskritimo dalijimo taškų ordinatės 
bus lygios sinuso reikšmėms atitinkamuose atkarpos OP dalijimo taškuose. 


162 


Vadinasi, sinuso funkcijos grafiko taškai yra tiesése, nubréZtose per ap- 
skritimo dalijimo taškus lygiagrečiai ašiai Ox. Surastus taškus sujungiame 
ištisine linija. Gauname apytikslį sinuso grafiką intervale (0 27] (78 pav.). 
Norint patikrinti grafiką, reikia vienetinį ap- 
skritimą dalyti į daugiau kongruenčių dalių. 

Panašiai braižomas grafikas intervaluose 
[—2т; 0], [2x; 4т], [4т; 6r] ir t. t. (79 pav.). 

Sinuso grafikas, kaip jums Zinoma, vadi- 
namas sinusoide. 

. Panašiai braiZomas kosinuso grafikas. No- 
rint paprasčiau nubrėžti atkarpas, lygias kosi- 
nuso reikšmėms (80 pav.), pakanka pasukti 
vienetinį apskritimą apie centrą 90“ kampu - 
ir po to pakartoti sinusoidés brėžimą 80 pav. 

(81 pav.). 

Analogiškai braiZomas kosinuso gr fikas intervaluose |-2: 0], 
[27:; 47] ir t. t. (82 pav.). 

Kosinuso grafikas, kaip jums Zinoma, vadinamas kosinusoide. 


Pratimai 


582. Koordinačių tiesėje Ox pažymėkite taškus, atitinkančius skaičius. 


п 8л тоот Зл bn 


0, l, п, 2л, -1, T —2т, 9? о, 951 47 4747 


m т Зл i 5л ШИ 
4." 49 4°? 4? 47 
583. Pažymėkite vienetinio apskritimo taškus, atitinkančius skaičius, 
Зл 


0, 5 7, = ir 2x. Raskite šių taškų koordinates. 
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584. Milimetriniame popieriuje nubrėžkite vienetinį apskritimą ir pažy- 


mėkite jame taškus, atitinkančius skaičius i T = 2 ym = 


Raskite iš brėžinio šių taškų koordinates. 

585. Vienetiniame apskritime (83 pav.) pa- 
žymėti taškai Py, Pz, P x, P,. 

99 
Parašykite bendru pavidalu skaičius, 
atitinkančius šiuos taškus. 

586. Milimetriniame popieriuje nubraižy- 
kite funkcijos х-»- л x grafiką, pa- 
naudodami lentelę, esančią 161 pus- 
lapyje. 


587. Parašykite, kam lygūs skaičių- 5, 0, 


d ‚ T Sinusai. 
83 pav. 2 
588. Milimetriniame popieriuje nubraiZy- 
kite funkcijos х-»со8 x grafiką, panaudodami lentelę, esančią 161 


puslapyje. 
589. Parašykite, kam lygūs skaičių -5. —1т, -X, — 27 kosinusai. 
590. Raskite argumento x reikšmes, su kuriomis teisinga lygybė: 

a) sin х= 1; c) sinx= — 1; e) sin x 20; 

b) cos x= 1; d) cos x= — 1; f) cos x= 0. 


65. Skaitinio argumento tangentas ir kotangentas 


1 apibrėžimas. Skaičiaus « tangentu vadinamas šio skaičiaus 
sinuso ir kosinuso santykis, t. y. 
sin x 


tga= -—. (1) 


cos & 


2 apibrėžimas. Skaičiaus « kotangentu vadinamas šio skai- 
čiaus kosinuso ir sinuso santykis, t. y. 


са. (2) 


` Iš šių apibrėžimų išeina: tangento apibrėžimo sritį sudaro visi realieji 
eye o oy T T . . 4 
skaičiai, išskyrus skaičius о + TN, kain=0,+1,+2,...; kotangento apibré- 
žimo sritį sudaro visi realieji skaičiai, išskyrus skaičius пи, kai n —0, 41, .... 
T 


Skaičiai 3th arba тп nepriklauso atitinkamai tangento arba kotangento 


funkcijų apibrėžimo sričiai, nes skaičių о + пи kosinusas lygus 0, o 
skaičių xn sinusas lygus 0. 
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Panariui sudaugine (1) ir (2) lygybe, gausime 
їро сіра = 1. (3) 


(3) tapatybė teisinga tik su tomis х reikšmėmis, kurios priklauso tan- 
gento ir kotangento apibrėžimo sričių bendrai daliai, t. y. visiems realie- 


siems skaičiams, išskyrus skaičius m kai п=0; +1; +2; +3; .... 


2 , 
DaZnai tenka naudotis tokiomis tapatybémis: 
I 
3 4 — CERE. 
I+ ga = соз? a ’ (4) 
1 
2 — 
са. (5) 


(4) tapatybé уга teisinga tangento apibréZimo srityje, t.y. visiems rea- 
liesiems skaičiams, išskyrus skaičius 5 + zn, kai n=0, +1, +2, ...,0 (5) 


tapatybé — kotangento apibréZimo srityje, t. y. visiems realiesiems skai- 
čiams, išskyrus skaičius тп, kai n=0, +1, +2,....- 

(4) tapatybei įrodyti pakanka tapatybės sin?x+-cosž4=1 abi puses 
padalyti i$ cos?«, о (5) tapatybei įrodyti — iš sinža. 

Sinusas, kosinusas, tangentas ir kotangentas laikomi pagrindinėmis 
trigonometrinėmis funkcijomis. 


Kartais dai kaibama apie dvi trigonometrines funkcijas — sekantq ir kosekantą, 
kurios apibrėžiamos taip: 


sec «= ——, 
COS X 


1 
соѕес а= ——.. 
sin < 
Naudojantis sekanto ir kosekanto apibrėžimais, (4) ir (5) formules galima parašyti 
šitaip: 
| 4- tg? a — sec? a, (4) 
1 +ctg2 x= соѕес? ш. (5) 


EN 
Imkime ilgio a vektorių a, sudaranti kampą х su teigiamąja abscisių ašies 
kryptimi. Jei x ir у — šio vektoriaus koordinatės, tai 


зїп к= > cos aes Ž tg a= >. ctg «= 
a , " a , " , , 


хх 


а а 
зее«=—, coseca--—. 
х y 


Kadangi iš trijų dydžių a, x ir y galima sudaryti tik šešis skirtingus dydžių 
santykius, tai aišku. kodėl pagrindinių trigonometrinių funkcijų skaičius lygus šešiems. 


Pratimai 


591*. Raskite sekanto ir kosekanto apibrėžimo sritis. 

592. Laikydami pavyzdžiu 161 puslapyje esančią lentelę, sudarykite tan- 
gento ir kotangento reikšmių lentelę. 
Suprastinkite šiuos reiškinius: 
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1 : А 
— — tg? x —sin? q, 


593. a) sin x- ctg x + cos о; b) 2 


594. a) sin?«--cos?o--Ftg?o; Б) 1 —sinža сё? g. sin? о. 


2 š tga+tgB 
5 32 OS? «. 5 A 
595. (1 +10? a) cos 97 EEB E 
1 —sin? x cos? z —ctg? х 
596. —— o Ctg Ж. 598. — — 
Se T-cosa Вх > sin? x —ts?« 


Irodykite, kad šios lygybės yra teisingos: 
599. sini x — cost x = sin? x — cos? x. 
600. sin? z — sin? В = cos? B — cos? <. 


601. dus „Lia 602 1—2зш®а =1. 


“Г-сов x sina ` ` 70со8:4-1 0 


603. ctg? x — cos? x = ctg? x — cos? x. 


: 2..] 
604, ова Тона, 
ctg х — sin X cos « 


2 іп? e — 1 cos? x —1 1 


905. iseda Lama ^ done 
сы | . 
606. .—* — аш. «соз =sin x + cos wx. 
sin &—cos « 182 «—1 
1-416 041820) , o 
ЕУ а ^ 


1—4 sin? a · cos? x 
(sin « + cos о)? 


608. —]-2sin«cos«. 
sin? x — cos? x + cos* x 
cos? ®— sin? x +sinž x 


609. 


=tg x. 


66. Skaitinio argumento trigonometrinių funkcijų reikšmių lentelės 


V. Bradžio ,,KeturZenklése matematinėse lentelėse“ yra VII, VIII, IX, 
X lentelės apskaičiuoti laipsniniu matu išreikštų kampų trigonometrinių 
funkcijų reikšmėms. Ten pat pateikta XII lentelė, kurios ištrauką patei- 
kiame toliau (žr. p. 167). 

Iš šios lentelės galima surasti skaitinio argumento sinuso, kosinuso ir 
tangento reikšmes. Pavyzdžiui, sin 2,04=0,8919, cos 2,04= —0,4522, 
tg 2,04 = — 1,9725. 


Pratimai 


610. Naudodamiesi XII lentele, raskite skaičių: 0,03; 0,30; 0,37; 1; 
1,43; 2; 2,15; 3; 3,07 sinuso, kosinuso ir tangento reikšmes. 
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Trigonometrinés funkcijos, kai argumentas išreikštas radianais 


x sin x cos X tg x x sin x соз x tg x x sin x cos x tg x 
1,20 | 0,9320 | 0,3624 2,572 | 1,60 | 9,9996 |— 0,0292 — 34,233} 2,00 | 0,9093 |— 0,4161|— 2,1850 
1,21 9355 3530 659 | 1,61 9992 0392|— 25,495} 2,01 9051 4252 1285 
1,22 9591 3435 733 į 1,62 9988 0492|— 20,307] 2,02 9008 4342 0744 
1,93 9425! 3342 820 | 1,63 9932 0592|— 16,871, 2,03 8964 | 4432 0224 
1,24 9458 3248 912 | 1,64 9976 0691|— 14,427} 2,04 8919 4522! — 1,9725 
1,25 9490 3153 3,010 | 1,65 9969 0791|— 12,599] 2,05 8874 "4611 9246 
1,26 9521 3058 113 | 1,66 9980 0891|— 11,181] 2,06 8827 4699 8784 
1,27 9551 2963 224 | 1,67 9951 0990|= 10,047| 2,07 8780 4787| . 8340 
1,28 | 9580 2867 341 | 1,68 9940 1090, — 9,1208] 2,08 8731 4875 7911 
1,29 9608 2771 467 | 1.59 $929 1189 — 8,3492] 2,09 8682 4962 7498 

і | I 
1,30 | 0,9536 | 0,2675 3,602 | 1,70 | 0,9917 |— 0,1288! — 7,6966] 2,10 | 0,8632. | — 0,5048] — 1,7098 
1,31 9662 2579 747 | 1,71 9903 1388| —7,1373| 2,11 8581 5135 6713 
1,32 9687 2482 903 | 1,72 9889 |. 1486, — 6,6524! 2,12 8529 5220, 6340 
1,33 9711 2385 4,072 | 1,73 9874 1585|— 6,228!į 2,13 8477 5305 5979 
1,34 9735 2288 256 | 1,74 9857 1684 — 5,8535] 2,14 8423 5390 5629 
1,35 9757 2190 455 | 1,75 9840 1782] — 5,5204| 2,15 8369 5474 5290 
1,36 9779 2092 673 | 1,76 9822 1881, — 5,2221| 2,16 8314 5557 4961 
1,37 9799 1994 913 | 1,77 9802 1979| — 4,9534| 2,17 8288 5640 4642 
1,38 9819 1896 5,177 | 1,78 9782 2077|— 4,7101 2,18 8201 5722 4332 
1,39 9837 1798 471 | 1,79 9761 2175| — 4,4887| 2,19 8143 5804 4031 


1,40 | 0,9854 | 0,1700 | 5,798 | 1,80 | 0,9738 |— 0,2272) 4,2863] 2,20 | 0,8085 |— 0,5885] — 1,3738 
1,41 9871 1601 6,165 {1,81 9715 2369| — 4,1005] 2,21 8026 5966 3453 
1,42 9887 1502 | 6,501 | 1,82 9691 2466| — 3,9294] 2,22 7966 6046 3176 
1,43 9901 1403 | 7,055 | 1,83 9668 2563, — 3,7712| 2,23 7905 6125 2906 
1,44 9915 1304 7,602 | 1,84 9640 2660| — 3,6245| 2,24 7843 6204 2643 
1,45 9927 1205 | 8,238 | 1,85 9613 , 2756| — 3,4881] 2,25 7781 6282 2386 
1,46 9939 1106 | 8,989 | 1,86 9585 2852| — 3,3608] 2,26 7717 6359 2136 
1,47 9949 1806 | 9,887 | 1,87 9556 2948| — 3,2419] 2,27 7654 6436 1892 
1,48 9959 0907 | 10,983 | 1,88 9526 3043! — 3,1304] 2,28 7589 6512 1653 
1,49 9967 0807 | 12.350 | 1,89 9495 3138| — 3,0257] 2,29 7523 6588 1420 
| | | 
1,50 | 0,9975 0,0707 14,10] 1,90 | 0,9463 |— 0,3233|— 2,9271) 2,30 | 0,7457 |— 0,6663| — 1,1192 
1,51 9982 0608 16,43] 1,91 9430 3327 8341| 2,31 7390 6737 0969) 
1,52 9987 0508 19,67] 1,92 9396 3421 7463] 2,32 7322 6811 0751 
1,53 9992 0408] 24,50] 1,93 9362 3515 6632| 2,33 7254 6883 0538 
1,54 9995 0308] 32,46] 1,94 9326 3609 58431 2,34 7185 6956 0329 
1,55 9998 0208 48,08] 1,95 9290 3702 5095] 2,35 7115 7027 0125 
1,56 9999 0108, 92,62] 1,96 9252 3795 4383| 2,36 7044 7098, — 0,9924: 
1,57 | 1,0000 0008 12,56| 1,97 9214 3887 3705| 2,37 6973 7168 9728 
1,58 | 1,0000 |— 0,0092, —108,6 | 1,98 9174 3979 3058| 2,38 6901 7287 9335; 
1,59 | 0,9998 |—0,0192| — 52,07| 1,99 9134 4070 2441| 2,39 6828 7306 93461 


$ 13. 


PAGRINDINĖS TRIGONOMETRINIŲ 
FUNKCIJŲ SAVYBĖS 


67. Trigonometrinių funkcijų reikšmių ženklai 


Stačiakampės koordinačių sistemos ašys Ox ir Oy dalija koordi- 
načių plokštumą į keturias dalis, vadinamas ketvirčiais, arba kvadran- 
tais. Ketvirčiai numeruojami prieš laikrodžio rodyklę, kaip pavaizduo- 
ta 84 paveiksle. Vienetinis apskritimas, kurio centras — koordinačių pra- 
džia, irgi pasidalija į keturis ketvirčius, kurie numeruojami taip pat, kaip ir 
plokštumos ketvirčiai. 

Jeigu skaičių « vaizduojąs taškas P, yra vienetinio apskritimo pir- 
mojo ketvirčio lanke, tai sakysime, kad skaičius « yra I ketvirtyje. Jei « 

| vaizduojamas vienetinio apskritimo II Ketvir- 
čio tašku, tai sakysime, kad skaičius < yra II 
ketvirtyje, ir t.t. Pavyzdžiui, skaičius х, tenki- 
nas bet kurią iš nelygybių : 
Зл 


—2r«a« _>5, 


0<а<5, 
5r 


2r «a« g^ 


84 pav. 


An cac 5% 


ir t. t., yra I ketvirtyje. O skaičius В, priklausąs vienam iš intervalų 
Ї + 2тп, ж+2лл[ „kai 1-0, +1, +2,..., yra II ketvirtyje ir t. t. 


Jei posūkis, kurio centras — koordinačių pradžios taškas, « laipsnių 
kampu atvaizduoja tašką Р, į tašką P,, esantį, pavyzdžiui, IV ketvirtyje, 
tai analogiškai sakysime, kad « laipsnių kampas yra IV ketvirtyje. 


AGJA: 


Sinuso ženklai Kosinuso żenklai 
85 pav 
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Apie vienetinio apskritimo taškus (skaičius), esančius koordinačių 
ašyse, sakysime, kad jie yra arba teigiamame, arba neigiamame absci- 
siu arba ordinačių pusašyje. 


Kadangi I ir II ketvirčio taškų ordinatės yra teigiamos, o III ir IV ket- 
virčio — neigiamos, tai skaičių (kampų), esančių I arba II ketvirtyje, 
sinuso reikšmės. teigiamos, o skaičių (kam- 
pu), esančių III ir IV ketvirtyje, — neigiamos. и 
Trumpiau sakant, sinusas I ir II ketvirtyje du iol 
yra teigiamas, o III ir IV ketvirtyje — nei- 
giamas. | 
Kadangi I и IV ketvirčio taškų abscisės 
teigiamos, o II ir III ketvirčio — neigiamos, | 
tai I ir IV ketvirtyje kosinusas yra teigia- | 
mas, о Пи Ш ketvirtyje — neigiamas. 
Sinuso ir kosinuso ženklai atskiruose 
ketvirčiuose pavaizduoti 85 paveiksle. I ir 
. III ketvirtyje sinuso ir kosinuso ženklai 86 pav. 
sutampa, todėl tangentas ir kotangentas 
šiuose ketvirčiuose yra teigiami... Il ir IV ketvirtyje sinuso ir kosinuso 
ženklai yra priešingi, todėl šiuose ketvirčiuose tangentas ir kotangen- 
tas yra neigiami (86 pav.). ' 
Pavyzdžiai. 1) 350? kampas yra IV ketvirtyje, todėl sin 350° «0, 
cos 350? > 0, tg 350? «0, ctg 350? «0. 
2) —160° kampas yra III ketvirtyje, todél sin (—160°) «0, cos (— 160°) < 
«0, tg (— 160%) >0, ctg (—160°)>0. 
3) Skaičius 2,5 yra II ketvirtyje, todėl sin 2,5 >0, cos 2,5 «0, tg 2,5 «0, 
сів 2,5 «0. 
4) Skaičius ( —2,5) уга III ketvirtyje, todėl sin (—2,5) «0, cos (—2,5) < 
«0, tg (—2,5)>0, ctg (-2,5)»0. | 
5) Raskite cos a, tg æ ir сїз а, jei žinoma, kad sin4= — = ir 
Зп | 
T<U< E . 


Iš tapatybės cos? 4+sin24=1 gauname: cosx= + VI —sinža; tai 
teisinga bet kuriai reikšmei «. Pastarojoje lygybėje ženklas parenkamas 
priklausomai nuo ketvirčio, kuriame yra «. Duotajame pavyzdyje skai- 


čius « yra III ketvirtyje, todėl rašome cos 4= - Vi —sin?«. Vadinasi, 
iw 12? 5 
cosa= - |/1-(-. = -= ep uu 
ska ml digan S 
В Cosa 057 8 sing 12 
р ç CET 4 
6) Raskite ѕіп х, tg « tr cos а, jei žinome, kad ctg4= — з, 9 4 yra 


II ketvirčio skaičius. 


Kadangi tg х сїр «=l, tai tga= ar Үнс 


„8 
ctga 4° 
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Norint apskaičiuoti sin « ir cos х, galima pasinaudoti 65 skyrelio 
(4) ir (5) tapatybėmis: 


| 9 3 16 
= = а ss j фе Š = J 
etm l+tga= l+- = үд >0084= Е. 
; : Buai А 4 : 3 
Kadangi х yra II ketvirtyje, tai cos х = -g0 sings =, 


Pratimai 


6il. Nustatykite toliau išvardytų kampų ir skaičių visų trigonometrinių 
funkcijų reikšmių ženklus: 1) 143°; 2) — 243°; а 735°; 4) – 735°; 
5) 0,35; 6) —0,5; 7) 5,6; 8) —3,5; 9) 7,3; 10)-— 

612. Nustatykite š šių reiškinių ženklus: 


1) sin 300° - cos 200°; 7) sin 1000° - cos 840° - tg 375°; 
2) sin 193°. tg 202*; 8) sin3-cos5; 

3) cos 247? - sin 112°; 9) cos8-cos5. 1р1; 

4) tg 147?- ctg 2932, 10) tg5-ctg3-sin2; 


5) cos 40°. sin 120*-tg 150°; 11) sin(—5)-cos(—3) -tg(— 2)ctg2. 
6) tg 97? . ctg 197? - cos 297°; 
Toliau pateiktuose uždaviniuose pagal vienos i$ trigonometrinių 
funkcijų sin <, cos x, tg о, ctg « duotąją reikšmę ir intervalą, kuriame yra 
«, raskite P likusių funkcijų reikšmes: 


613. sin х =- ын 9 T ша<т. 618. T п<а< 5. 
614. соза= 5, Э®<х<2т 619. (ра= – 12, 0<а<т 
5 “= E 5 1 „ tga= — 555 3 
9 3r : . 13 т 
615. =, T<4< 7. 620. ctg4= єр, 0<а<5. 
616. ctge= — 5, 5 <а<т. 621. sina = УЗ, шэг 
617. «= —5, T «a«2m 622. tga=-V3, 3" <а<2п. 


68. Lyginés ir nelyginés trigonometrinés funkcijos 


l apibrėžimas. Funkcija f vadinama lygine, jei kartu su kiekviena 
kintamojo x reikšme iš funkcijos f apibrėžimo srities reikšmė — x irgi pri- 
klauso šios funkcijos apibrėžimo sričiai ir, be to, yra teisinga lygybė 

f (—x)= f (x). 
t. y. kokios bebūtų kintamojo priešingos reikšmės i$ f apibrėžimo srities, . 
funkcijos f reikšmės bus lygios. 

Pavyzdžiui, funkcija /(х)=х? lyginė, nes funkcija apibrėžta aibėje 


R ir f(-x)=(-x)*=x*=/ (x). 
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2 apibrėžimas. Funkcija f vadinama nelygine, jei kartu su kiekvie- 
na kintamojo x reikšme iš funkcijos f apibrėžimo srities reikšmė —x irgi 
priklauso šios funkcijos apibrėžimo sričiai ir, be to, yra teisinga lygybė 

/(—х)= – (x), 
t. y. kokios bebūtų kintamojo x priešingos reikšmės iš f apibrėžimo srities, 
funkcijos f reikšmės bus priešingos. 

Teorema. Kosinusas yra lyginė funk- 


cija, o sinusas, tangentas ir kotangentas — D. 
nelyginés funkcijos. А. 
Įrodymas. Bet kurie du priešingi rea- 
Пей skaičiai х іг — œ vienetiniame apskriti- 
me vaizduojami dviem taškais Р, ir P.,, 
simetriškais abscisių ašies atžvilgiu (87 pav.). 
Kadangi P, ir P., yra taškai vienetinio | 
apskritimo, kurio centras — koordinačių р 
pradžia O, tai taško P, koordinatės bus skai- 
čiai cos х ir sin «, o skaičiaus P. „koordi- ` 87 pav. 
natės bus skaičiai cos (— х) ir sin (—«). Iš 
taškų P, ir Р... simetriškumo abscisių ašies atžvilgiu išeina, kad taškų 
abscisés : sutampa, o ordinatés — priešingos. Todėl bet kuriam « teisingos 
lygybės 
T E ir sin (—&)= — sin х. 


Tangentui ir kotangentui turime: 


tg(-0)= С08(-04) — cosa — -tgd 
_ cos(—«) _ cosa == 
ctg (9) = sin(Ca) — —sina | SES 


Pratimai 


623. [rodykite, kad kartu su skaičiumi «.i$ tangento apibrėžimo srities 
šiai sričiai priklauso ir — х; jei vienas šių skaičių nepriklauso tan- 
gento apibrėžimo sričiai, tai jai nepriklauso ir kitas skaičius: Tą 
patį įrodykite kotangentui. 

624*. Irodykite, kad sekantas yra lyginé funkcija, o kosekantas — nely- 
giné. 

Nustatykite, kurios i$ toliau parašytų funkcijų yra lyginės, kurios 
nelyginės, kurios nėra nei lyginės, nei nelyginės: 


625. a) f (x) 31— cos x; b) g (x) 2 x — sin x;. 
-с) h(x) 2 x?cos x. 


626. a) F()-x-sinx; Ы) бїх х)= er 
1 | ; 
627. a) f (x) = | b) уа) = tins, 
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628. a) / ()= ташу b) gija Е 


Tsin? 1 ; l —sin« 
629. a) ф(х) = соѕ «sin a; b) y (B) 2 tg B - sin? В. 
630. а) А (y) =зту- ctg? y; b) F(y)-tgy-ctg? y. 
631. Irodykite, kad nelyginés funkcijos grafikas yra simetriškas koordi- 
načių pradžios atžvilgiu. 


632. Įrodykite, kad lyginės funkcijos grafikas yra simetriškas ordinačių 
ašies atžvilgiu. 


69. Trigonometrinių funkcijų periodiškumas 


Apibrėžimas. Funkcija f vadinama periodine, jei egzistuoja toks 
skaičius 1520, kad bet kuriam x iš funkcijos apibrėžimo srities skaičiai 
x—lir xet-lirgi priklauso šiai sričiai ir yra teisinga lygybė 


/ (х—!у=/(х)=/ (x + 1). 


Siuo atveju skaicius / vadinamas funkcijos / periodu. 

Jei skaičius / yra funkcijos / periodas, tai jos periodais, kaip lengva 
pastebėti, bus taip pat skaičiai nl, kai n — sveikasis skaičius ir 750. 

Teorema. Funkcijos sinusas, kosinusas, tangentas ir kotangentas 
yra periodinės. 

Įrodymas. Skaičiai <, «427 ir а – 27 vaizduojami vienu ir tuo pačiu 
vienetinio apskritimo tašku (88 pav.), todėl, kai skaičius « priklauso ku- 
rios nors trigonometrinės funkcijos apibrėžimo sričiai, skaičiai «+ 27 
taip pat priklauso šios funkcijos apibrėžimo sričiai ir jiems yra teisingos 
lygybės: 

sin (x+ 2r)=sing, cos (х + 27) = cosa, 
18 («+ 27:)-18 0, ctg(x+?2r)=ctg a. 


Taigi skaičius 2x yra minėtų funkcijų periodas. 

Ypač svarbu žinoti funkcijos mažiausią teigiamą periodą*. Sakykime, 
kad /, — funkcijos / mažiausias teigiamas periodas. Galima įrodyti, kad 
visi funkcijos periodai yra skaičiaus lọ kartotiniai, t. y. jei / — bet kuris 
periodas, tai . 

I—n*lg 


čia n — nelygus nuliui sveikasis skaičius. 


Sakykime, kad egzistuoja toks iunkciios / periodas /, kad 2 nėra sveikasis skai- 


š " "m I. 
čius Pažymėkime 28) T ]. ty. nae <l <(n + l). Tuomei /(х) =, Gm) (x+ 
9 


+/,— nil). Gavome, kad teigiamas skaičius ;, —/, < yra tunkcijos , periodas. Tačiau 
tai prieštarauja prielaidai. kad |, yra funkcijos mažiausias teigiamas periodas Vadi- 


: : s l А 3 
nasi, tokia prielaida nete.singa їг I — sveikasis skaičius 
iu 


* Paprastai kalbani apie tunkci'os periodą urmas ga уо е iunkci o: mažiausias 
teigiamas periodas, jei jis egzistuoja 
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Įrodykime, kad sinuso mažiausias teigamas periodas lygus 27. Iš ta- 
patybés sin (4+/)=sin х, kai «=0, gauname sin /=0. Tiktai dviejų vie- 
metinio apskritimo (88 pav.) taškų ordinatės lygios 0: taškų Р, ir P,. 
Mažiausi teigiami skaičiai, vaizduojami šiais taškais, atitinkamai lygūs 
2m ir п. Skaičius п aišku. negali būti periodas. nes sin 5l o 


sin (5 шин - l. Vadinasi, mažiausias teigiamas periodas gali būti tik 
2m; tai ir patvirtina lygybė sin (x + 27) =ѕіп а, kurios х yra bet koks. 
Kosinuso mažiausias teigiamas periodas taip pat lygus 27. 
Iš tapatybės cos (44+/)=cos ж, kai х=0, išplaukia lygybė cos /= 
—cos 0—1. Mažiausias teigiamas skaičius /, su kuriuo cos [= 1, lygus Эт. 
Tangento ir kotangento funkcijų mažiausias teigiamas periodas yra 
skaičius 7. 


Iš tikrųjų, esant bet kuriai х reikšmei, skaičiai х ir «+ x vaizduojami 
vienetinio apskritimo taškais P ir O, simetriškais koordinačių pradžios 
O atžvilgiu (89 pav.), ir todėl šių taškų atitinkamos koordinatės yra prie- 
šingos. Jei taško P koordinatės x ir y, tai taško O koordinatės bus skaičiai 
(—x) ir (—y). Vadinasi, cos «=x, sin х = y, cos(x + т) = —x, sin (x + т) = 
— y, ir todél 

y 


шы zou = = 
tgo, ctga= 5, (6+ п) = į, ctg (z +7) 


v |= 


Jei / — tangento teigiamas periodas, tai tg/=tg(0+/)=tg 0-0: 
kadangi intervale 10; 7:| tangentas nevirsta nuliu, tai / 2 7, t. y. п — mažiau- 
sias teigiamas tangento periodas. 

Remdamiesi tuo, kad kiekv'ena trigonometrinė funkcija yra lyginė 
arba nelyginė ir periodinė, galime supaprastinti skaičiavimus. 

Pavyzdys. Sakykime, kad reikia rasti 

172 17т: Т"; = Ir 


sin 7-37: COS ^37: tg -3-: cig 
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Nurodytas trigonometrinių funkcijų reikšmes randame taip: 


cos т cs (sn I) =cos ( —Z)=cos £ = >; 
tg Dt ug (62 — 2) t (- 3)” -tg 5--13, 
сїр Hm =ctg (б — 5)=ctg (-5)= -cte fed E, 


Nagrinėjant pirmuosius du pavyzdžius, buvo išskirtas sinuso ir kosi- 
nuso periodas, t. y. skaičius З · 27 —6z. Dviejuose paskutiniuose pavyz- 
džiuose išskyrėme tangento ir kotangento periodą, skaičiaus п kartotinį. 

Jei kampas išreikštas laipsniais, tai sinuso ir kosinuso periodas yra 
360? ir bet kuris nelygus 0 sveikasis 360? kampo kartotinis. Tangento ir 
kotangento periodas — B 0 sveikasis 180° kampo kartotinis. 

Pavyzdžiai. 


1) sin (— 11257) = —sin 1125? = —sin (360°.3+ 45°) = 
= — sin 45° = 219: 


2) cos(—1125?) = cos 1125? = cos (360? - 3 + 45°) = cos 45° = M. 
3) tg(— 11257) = —tg 1125? = — tg (180° - 6-745?) = — tg 45° = — 1. 


Pratimai 


Remdamiesi trigonometrinių funkcijų periodiškumu, nurodytasias tri- 
gonometrinių funkcijų reikšmes parašykite taip, kad argumentas būtų 
išreikštas mažiausiu teigiamu laipsnių skaičiumi: 


633. sin 485“. 634. cos 1025“. 635. tg 869“. 

636. сів 1743“. 637. sin (— 875°). 638. соз (— 1694°), 

639. tg(— 17599. 640. ctg (— 3953“). 641. cos 3976°. 

642. cos(—2305?). 643. tg 5729“. 644. ctg 1875“. 

645. sin (— 5108“). 646. cos (— 815°). 647. sin ( — 4187). 
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SUDÉTIES FORMULÉS 
IR JU IŠVADOS 


70. Vektoriaus koordinatés 


Sakykime, kad plokštumoje yra duota koordinačių sistema. Teigiamuo- 
se koordinačių pusašiuose pažymėsime vienetinio ilgio atkarpas OE ir 
OD (90 pav.). Vektoriai 

"» — -» 


> — 
i= ОЕ, ј= Ор 
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уга koordinatiniai vektoriai. Ju ilgis lygus vienetui: 
li|=|j|=1. 
Dar pastebėsime, kad (91 pav.) 
ы -» f = ч -» 
R? =j R=- 


Pasukę*-vektorių i kampu g, gausime irgi vienetinio ilgio vektorių 


е, = R° (i). 
y = 
8-1 
0D= 
D 


90 pav. | 91 рау. ЯР 


Savaime aišku, kad tokiu būdu gaunami (tinkamai parinkus kampą «) 
visi vienetinio ilgio телш, Iš 92 paveikslo aiškų, kad 


-» 


е, = cos x: i+ sin a.-j. (1) 


D ps -08, 


92 рау. 93 рау. 


Kiekvienas nenulinis vektorius а išreiškiamas taip: 

ares, 
jei к= | а | — vektoriaus a ilgis, o vienetinis vektorius е, turi vektoriaus a 
kryptį (93 pav.). Iš B) lygybės: gauname: 


a=rcosa- i+rsina {=х_, das J. 
—— >> а а 
* Iš vektoriaus OA posūkiu R gaunamas vektorius 
R (OA) - OR* (A). ` 
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Daugikliai 


x,-rcoso; y,-rsin« 
a a 


-» -» -» 
vadinami vektoriaus a. koordinatémis. Aišku, kad vektoriaus a= OA 
koordinatės yra ne kas kita, kaip taško A koordinatės (93 pav.). 


Pratimai 


648. Koordinačių plokštumoje nubrėžkite vektorius, kurių koordinatės 
yra tokios: 


й ; 
а) (5:2); b(-hà 9@; -1; d) (—1; -2. 
Tuos vektorius išreikškite koordinatiniais vektoriais 7 ir Ў. 


649. Koordinačių sistemoje (i, j), kurios /= К * (i), išreikškite vektorių e 
koordinatiniais vektoriais, kai: 
FINE y do 2 98-26 
a) e= R (i); b) e=R * (j; 
Еч - y ЭЖ. 
с} e= R" (i); d) е=К? (i). 
650. Duotas vektorius a — OA, kurio koordinatės уга x,=2, у, =3. 


Nubrėžkite tokius vektorius: 

a) Ri (а); Ы) 2R" (a); Е ?(à; 938). 
651. Įrodykite, kad sutampa vektoriai: 

a) В? (2a) ir 2R* (а); 

b) Ёл (За) ir ЗЕ" (a). 


71. Sumos kosinusas ir sinusas 


Iš pradžių pareikšime dvi geometriškai akivaizdžias pastabas. 

1) Pasukę kampu 2 vektorių ka, kai k — skaitinis dauginamasis gau- 
sime vektorių К° (ka) = k К (a). | 

2) Pasuke kampu « vektorių sumą с=а+, gausime vektoriu R* (c), 
lygų vektorių R* (a) ir R* (5) sumai. 

Norédami įsitikinti, kad antroji pastaba teisinga, nagrinėsime vekto- 


БЫ 


rius 0A= =а, OB = b ir оС=с, tenkinančius lygybę 
с=а+ b. 
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Posūkiu Ržlygiagretainis OACB atvaizduojamas į lygiagretainį OA,C,B, 
(94 pav.). Pasuke gausime: 
к(а) = ОА; R*(b)-0B, К" (с) = 0С). 
Todėl 
К° (с) = R* (a + b) = R° (a) + R” (b). 


R^(UA * UB) -R* (UA Ye R08) -UA » ОВ, 


94 pav. 


Remdamiesi šiomis pastabomis, be 70 skyrelyje gautos formulės 


Re (i) = cos z-i + sin x - j, (1) 
išvesime dar tokią formulę: 
‚ R* (j) = —sin x - i+ cos x -J. (2) 
Iš tikrųjų 
Re (j) = R* (R2? (i)) = R? (К° (0) = R? (cos a- i+ sin a- j) = 


ЖЕ: sp LL] -» - - 
=cos&. R? (i) +sin4- R? (j)=cosx-j+sin4-(—i) = 
= —sin a «i 4- cosa -. 


Dabar cos (z +B) ir sin («--Q) išreikšime kampų о ir В kosinusais ir 
sinusais. Remsimės lygybe 


+в = соз (z + B) - L+ sin (z + B) -J. (3) 


7. Algebra ir analizės pradmenys IX—X kl. 177 


Kita vertus, 


+в = RP (a) = ЕВ (cos аг, I+ sina „= сова. R$ (I) - sin ас . RB (j. 
Remdamiesi (1) ir (2) lygybe, rašome: 


2 ве Cos a (cos В.Т : i4 sin B .7) +sin & ( — sin В. 74+ cos B: = 
= (cos «.- cos В — sin о - sin B) + (sin a- cos B + cos < -sin 8). (4) 
Palygindami (3) ir (4) lygybe, gauname: 
cos (x + B) = cos ж. cos В — sin о sin B; 
sin («+ B) = sin ж. cos Ë + cos x : sin В. (5) 


(5) formulés vadinamos sumos kosinuso ir sinuso formulémis. Jei 
šiose formulėse В pakeisime skaičiumi —B ir atsižvelgsime į tai, kad 
cos ( —B)= cos В, o sin (—В) = —sin В, tai gausime: 


cos (x — B) = cos ж. cos В + sin х · sin B; 
sin (х — В) =sin а. cos B — cos æ. sin В. (6) 


(6) formulės vadinamos dviejų kampų skirtumo kosinuso ir sinuso 
formulėmis. 


Pavyzdys. Apskaičiuokime sin 15°, cos 15°, tg 15°, ctg 15°. Žinome, 
kad 


sin 45° = cos 45° = 12 sin 60° = 32 -9 


cos 60? = > 


Skaičiuodami remsimės dviejų kampų skirtumo kosinuso ir sinuso 
formulėmis, nes 15? 60? — 45°. 
sin 15? = sin (60? — 45?) = sin 60°. cos 45? — cos 60°. sin 45° = 


-42.12-7.12- 12 (3-1 


COS 15° = cos (60? — 45°) = cos 60°. cos 45° + sin 60°. sin 45° = 


Pastaba. Skaičiuodami galėjome naudotis taip pat lygybe 15° =45* — 
0°. 


178 


Pratimai 


652. 


653. 


$54. 


$55. 


$56. 
657. 
658. 


$59. 


660 


661. 


662. 


663. 


Raskite reikšmę reiškinio 
cos 43°.соз 17? — sin 43° -sin 17°. 
Apskaičiuokite 
sin 56°. cos 34? + cos 56° . sin 34°. 
Kam lygus sandaugų skirtumas 
sin 57?- cos 12? — cos 57? . sin 12°? 
Apskaiciuokite 
sin 104°. соѕ 14° — cos 104° · sin 142, 


Raskite sin 75? ir cos 75? reikšmes. 
Apskaičiuokite sin 105°, cos 105°. 
Irodykite, kad lygybés teisingos: 


. т T . 
a) sin (3 а) = cos «; с) соз (5-а)-яа ГЭ 
b) sin (5 +а) =сов ©; d) cos (5 +) = — sia к. 
a) sin (x +a)= —sin x; c) cos (c - x) = — cos к; 


b) sin (2 + a) = —cosam; d) cos (= + a) —Sin к. 


Raskite sin («4 8) reikšmę, kai 
TA. =4 
соз®= — 175 cos = = 


ir х yra III ketvirtyje, o B — IV ketvirtyje. 
Apskaičiuokite sin (x— 8), kai 


249: "RAE: 
COS X= — 137 sin Ë = 17 
ir « yra III ketvirtyje, o 8 — I ketvirtyje. 
Kam lygi sin (x +) reikšmė, kai 
- ж 4 
соз 4= тт, sinB= –= 


ir ас yra I ketvirtyje, o В — III ketvirtyje? | 
Apskaičiuokite cos (z +B), kai 


40 


cos = — 9. іп В = 47 
os«=- аг, іп 8 = 37 


ir х yra III ketvirtyje, о 8. — П ketvirtyje. 
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664. Raskite cos («—В) reikšmę, kai 
liaec) obm 
впа= 29, cosB= -75> 
o о ir B yra II ketvirtyje. 
665. Apskaičiuokite sin (x— B), kai 
15 3 


cos 4= — 15, 888--5 


ir ос yra II ketvirtyje, o В — IV ketvirtyje. 
Suprastinkite šiuos reiškinius: 

666. cos («+-607) + cos (x — 60^). 

667. sin (a.4-60?) + sin («— 60°). 

668. cos (s +a) - cos (5-4) 


669 sin (х — B) +2 cos о -sin В 


2 cos x · cos B—cos (4—B) ° 


COS ®-СО$ $— cos (x + 
670. cos em " t 9 
sin (x + В) sin (x — В) 
sin («+ B) —sin (4—B) ` 
cos (x + B) + cos (x — В) 


672. cos («+ В) cos (x — 8) ` 


ёз. hos (+=) со (3+) 


sin Е +а) соз (5 +a) : 
Irodykite &ias tapatybes: 
674. šin (x + B) - sin (x — B) = sin? æ — sin? p. 


675. cos (x + B) · cos (х — B) = cos? х — sin? В. 


671. 


sin(4+B) _ 
677. P) toa —tgp^ 


cos х · cos В 


678. Raskite соз (4+6) ir cos(x—B). jei cos «—cos ir sin « —sin B. 


72. Sumos tangentas 


Iš 71 skyrelio sumos kosinuso, ir sinuso (5) formulių galima išvesti 
kitas svarbias trigonometrines formules. Pavyzdžiui, išvedame sumos 
tangentą: | | | 
sin («+ В) _ sin ® cos В + cos х sin В (1) 
cos(x--B) созасо58-япо5 В ° 


tg («+ 8) = 
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Atsižvelgdami į tg (z +B) apibrėžimo sritį, turime laikyti, kad x+ B = $ + 


+ Кт, kai КЕЙ. 

Praktiniams skaičiavimams gautas reiškinys nėra parankus, nes iame 
sumos tangentas yra išreikštas sinusais ir kosinusais. Patogiau naudotis 
formule, kurioje sumos tangentas išreiškiamas duotųjų kampų « ir f tan- 
gentais. Šiam tikslui padalysime (1) reiškinio skaitiklį ir vardiklį iš san- 
daugos cos ж cos В, laikydami, kad cos z cos В 50. Gauname: 


sin ® cos B cosa sin B 
cosacos соз2с088 _ tga+tgß 


tg (8+) TTT sin а sin B 1I—tg«tg š 
cosxcosB соѕосоѕ В 


Galutinai turime: 


_ tga+tgß о 

tg (2+ 8) = 1—tga tg $ (2) 

Šioje formulėje о, В ir «+В nėra skaičiai $ + xk, kai КЕЙ. Jei (2) for- 

mulėje vietoj В parašysime skaičių ( — 8) ir atsiZvelgsime į tai, kad taügentas 
yra nelyginė funkcija, gausime skirtumo tangento formulę: 


tg x «etg B 
ts (4-8) = гваш" (3) 


Pratimai 


679. Apskaičiuokite tg 75°, tg 15°. 
Nurodymas. 75? pakeiskite suma 45° +-30°, o 15? — skiriumu 
45? —30*. 

680. Apskaičiuokite tg (= +=), kai sin a= Зи Z <<. 

681. Apskaičiuokite tg (45? — о), kai tg «=7. 

682. Raskite tg (x+y) ir tg (x — y), kai tg x=1,2, o tg y -0,7. 

683. Apskaičiuokite: 


2 paro 

а) 2+. „у — 1578 15 
| — ig 22°. tg 235 ° т án * 
1—8 qe 8 75 


684. [rodykite tapatybe: 


T biet ud. _ ша (45°) _ 
1. Ё +=) 1-tge 7 5 1-18. tg (45° —a) -l 


73. Dvigubo argumento trigonometrinés funkcijos 


Iš 71 skyrelio (5) formulių galima išvesti dvigubo argumento trigono- 
metrinių funkcijų formules. Šiam tikslui (5) formulėse vietoj B parašysime z: 
cos 2g = cos? x — sin? x, (1) 

sin 2% = 2 sin ® cos <. (2) 
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Gautos formulės teisingos su bet kuriuo «e R. 
Jeigu (1) formulės dešiniąją pusę išreikšime viena trigonometrine funk- 
cija (sinusu arba kosinusu), tai gausime formules: 


cos 2x = | —2sin? z, (3) 
cos 24 = 2 соѕ? x — 1. (4) 


Iš šių formulių galima išreikšti sin? « arba cos? « dvigubo argumento 
kosinusu: 


2 1- 2 
sin? x= — › (5) 
1 2 
cos? х = шан ын 2, (6) 


Iš 72 skyrelio (2) formulės, kai «—8, gauname dvigubo argumento 
tangento formulę 


2t 
tg = -er (7) 


Parašytoje (7) formulėje 7 T + $ k, kai keZ, ir z# 5 лт, kai 
meZ. 


Pratimai 


х 
5. 
Apskaičiuokite sin 2x, cos 2о, tg 2«. 


685. sinx=0,6; 0««« 


686. cos х = — o sin «>0. 
Raskite sin 2«, cos 2«, tg 2«. 


687. Įrodykite, kad tuo atveju, kai 0< «< 
sin 2x<2sin a. | 


` 688. Įrodykite tapatybes: 


T 


о, Уга teisinga nelygybė 


a) sin 15°.с0$ 15-1; b) 1 —4sin?« cos? х = cos? 2%, 


Suprastinkite reiškinius: 


2 tg 15? 
118 15° ° 


690. 1 —2sin?« + cos 2<. 
691. cos 4x + 2 sin? 2«. 


692. (cos? x +2 sin x cos x — sin? ay. 


689. 
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74. Vienavardžių trigonometrinių funkcijų sumos ir 
skirtumo formulés 


Vėliau mums bus reikalingos dviejų kampų arba skaičių sinusų ir 
kosinusų sumos ir skirtumo formulės. 
Šioms formulėms išvesti parašysime ankstesniame skyrelyje gautas 


lygybes: 


sin (x + y) = sin x: cos y + cos x: sin y, (1) | 
sin (x — y) =sin x: cos y — cos x: sin y, (2) 
cos (x + y) = cos x - cos y — sin x sin y, (3) 
cos (x — y) = cos x - cos у + sin x- sin y. ` (4) 


Turint bet kokius skaičius « ir В, visuomet galima rasti vienintelę skai- 
čių porą x ir y, tenkinančią lygybes: 


х+у=@, 
| s (5) 
х-у=В. 
Tai išplaukia iš to, kad (5) lygčių sistema turi vienintelį sprendinį: 
o PE 
х= 2 , y= g s (6) 


Dabar galime išvesti reikalingas formules. 
Sudėję panariui (1) ir (2) lygybę, gausime: 


sin (x +y) +sin (x — y) 22sin x: cos y. 
Vietoj x ir y įrašę jų reikšmes iš (6) lygybės, gauname sinusų su- 


mos formulę: 


sin « +sin B = 2 sin S cos 2-8. (7) 


Iš (1) lygybės panariui atéme (2) lygybę, gauname lygybę: 
sin (x + у) — sin (x — у) = 2 cos x» sin y, 


* 


Iš kurios, remdamiesi (5) ir (6) lygybėmis, turime: 


sin х —sin B = 2 cos хүй sin 588, (8) 


Panašiai i$ (3) ir (4) lygybés gausime dvi kosinusų sumos ir skirtumo 


lygybes: 
COS x + cos В = 2 cos +В cos 25 “В, (9) 
cos x — cos B= — 2 sin шон sin t (10) 


Kartais, turėdami mintyje, kad sinusas — nelyginė funkcija, paskuti-' 
nę formulę rašome šitaip: 


cos x— cos В = 2 sin 2 sin P=, (10а) 
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Pratimai 1 

` 693. Įrodykite (9) Ir (10) formule. P 
Išreikškite sandaugomis šiuos reiškinius: 1 

594. sin 40° +sin 80°. 700. sin x + cos х. 
695. sin 80? — sin 40°. 701. sin x — cos В. 


696. cos 50? -- cos 20°. 702. 3n**sinp 


ѕіп х —ѕіп В ° 


Жо: 


sin«—cos x 
ѕіп х -соѕ а ` 


697. сос 15? — cos 25°. 703. 
698. sin 20? + cos 80°. 
699. sin 40? — cos 25°. 


Irodykite šias tapatybes: 
sin (x + B) 

ѕіп х ѕіп В ° 
sin (B—«) * 

sina sin B ° 


704. ctg x+ ctg В = 


705. ctg х — сір B= 


706, SinetsinSm L tg 3a. 


707. sin 100? — sin 40° = cos 70°. 


708. 1--с08 x + cos 24 + cos За 


2 cos? «--cos а – 1 =2 cos g. 


709. cos? B — cos? a = sin (x + В) sin (х — В). 
710. sin?a— cos? B= — cos (« + В) cos (х — В). 


tg (8-4-8)-180-188 _ 
711. tg - tg (x + В) =tg ËB. 


Papildomi VI skyriaus pratimai 


Ar gali sinusas büti lygus: 


712. 1; 713. а++1 714. — 1 715. 2Vo 4 


Vez p a+b 
Suprastinkite reiškinius: 
7 sinx , cosx : 
` cosx I+sin x ` У 
717. (3sin x+ 2 cos х)? + (2 sin x – 3 cos х)?. р 


Įrodykite tapatybes: 
718. (1 + tg2 x) (1 —sinž«) — sin? x = cos? х. 
719. sin? х · sin? В + sin? æ. cos? В +>cosžx=1. 


T чес” ACE 
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SUYA 


Suprastinkite reiškinius: 


1 > 1 +cos 
720. tg? x — sin? x — tg? x sin? x. 721. V EET 23 d: 


{соза И I- cosa" | 
722. cos (x + В): cos (х — B) + sin (z + B) sin (< — B). 


„sin (x + B) —cos a sin B 
723 cos (x —B) ZsinasinB ° 


Įrodykite tapatybes: 


724. sin (x + 45°) = yi (sin x+ cos x). 


725. sin 32° cos 15° + cos 32? sin 15? = sin 26? cos 21° + cos 26? sin 21°. 


726 sin (B — y) sin (Y —«) 4 sin (x —8) 20 
° cosQ cos Y cos Y COS 0 cos х cos В ` 


д т т 
sin E +x)—cos (2 +х) 


Me Эже энш за и 
sin E +х)+соз (135 
728. Duota: атар 8-2- Raskite tg (х + B); 


tg (0-8), ctg (z + B); ctg (z — B). 


Įrodykite tapatybes: 


729 tg (45^ x)- tg (45°—х) 


те (а (155 — x) =2 sin x cos x. 


— LLLI 
730. 13144 18346 tg a. 


Suprastinkite: 


l+sin2x — 
(sin x+cos х)? * 


731. 733. 2 cos? 3 s T. 


А - | —cos 2x +sin 2x 
- у. 2 зай Таква Багам 
732. 1—8 sin? «cos? x. 734. E x° 


Irodykite tapatybes: 


735. ір 90 — tg a=- 


cos 20 ° 
736. 16 cos 20? cos 40? cos 60° cos 80° = 1. 


737. cos? З + cos? 1 — cos 4 cos2— 1. 
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Išreikškite sandaugomis: 


738. sin? x — sin? y. 739. tg? х — tg? В. 


740. cos х + cos 2x + cos Зх + cos 4x. 


aei eile 


741. sin x +sin 2x - sin 3x + sin 4х. 

Šiuos reiškinius išreikškite sandaugomis, panaudodami pagalbinį are A 
gumentą (pavyzdžiui, = sin 5) : Lo: | 
742. l-rsina. 747. š — cos? x. © ` 

E: 

мз. V3 sing. 748. L —sin? a. 4 

E) 

744. yz +siną. 749. i — cos? @. p 
745. „LŽ — sin 35°. 750. 3— tg? a. 


046. 3 — sin? a. 751. V 3--2cosa. 


PRATIMU ATSAKYMAI 
IR NURODYMAI 


I skyrius 

6. P 14. Nurodymas. Jei skaičius nesidalija iš 3, tai jį galima parašyti 
ç 1 : 3i 

taip: ЗА+! arba 3k— 1. 18. = 1. 20. а= у. 24. Sprendimas. Iš pradžių 


reikia įrodyti, kad n taškų, esančių tiesėje, dalija ја į n-- 1 dalių. Toliau: a) teiginys 
teisingas, kai п=1, nes 1+ 13 =2, о viena tiesė dalija plokštumą į dvi dalis; 
b) sakykime, kad teiginys yra teisingas, kai п= k, t y. k tiesių dalija plokštumą į 
1, ACD dalių. [rodykime, kad teiginys teisingas, kai п=А+1. 15 k+1 tiesių 
parinksime vieną ir toliau ją vadinsime (k+1)-tąja. Pagal indukcijos prielaidą li- 


k(k+1) 
2 


kusios k tiesių padalija plokštumą į 1+ dalių; (k--l)-toji tiesė kirs pir- 


mąsias k tiesių k taškuose, kurie padalys ja į +! dalių. Kadangi gautieji k taš- 
kai nesutampa su pirmųjų k tiesių susikirtimo taškais, tai kiekviena (K--1)-tosios 
tiesės dalis perkerta vieną turėtųjų plokštumos dalių į dvi dalis, t.y. prie turėtųjų 


k(k+1 
‚+ s dalių reikia pridėti даг k+1. Iš viso gausime 


(dalių). 


+ Lu you 


(k+1)(k+2) 
2 


35. Sprendimas. a) Teiginys teisingas, kai n=1, nes viena plokštuma dalija 


(а+1)бё-п+6®) _ 14:0(1-146) 
6 5 6 


erdvę į dvi dalis, o =2; b) sakykime, kaa 


teiginys teisingas, kai n=k, ir tai jrodykime, kai n=k+1. Imkime vieną i$ plokš- 
tumų. Šios plokštumos susikirtimo su likusiomis k plokštumomis tiesės tenkina už- 
davinio Nr. 24 sąlygas, todėl šios tiesės nagrinėjamąją plokštumą padalys į 
k+k4+2 
—— —s3 —- dalių. Antra, pagal indukcijos prielaidą likusios k plokštumų erdvę pa- 
4... . 

dalija i expe k4-6) 

vieną i$ turėtųjų erdvės dalių į dvi (tai išplaukia iš uždavinio sąlygos). Iš viso gausime 


(k+1) +0), E „(k+2) жс (daliu). 


dalių. Kiekviena nagrinéjamosios plokštumos dalis dalija 


26. Sprendimas. a) Teiginys teisingas, kai п=1, nes vienas apskritimas dalija 
plokštumą į (1?—1--2)—2 dalis; b) sakykime, kad teiginys yra teisingas, kai п= k. 
Įrodykime, kad tai teisinga, kai n=k+1. Išrinkime vieną iš apskritimų. Tada, pir- 
ma, šis apskritimas susikerta su kiekvienu likusių apskritimų ne daugiau kaip 


187. 


/ 
я 
dviejuose taškuose; antra, dėl indukcijos prielaidos likusieji k apskritimų dalija plokštu- 
mą į ne daugiau Каір (k?—k+2) dalių. Pasirinktojo apskritimo susikirtimo su liku- 
siais apskritimais taškai (ju ne daugiau kaip 2X) padalys jį į ne daugiau kaip 2k 
lankų (patikrinkite!), kiekvienas šių lankų padalys vieną turėtų jų plokštumos dalių 
i dvi. Taigi prie turėtų ne daugiau kaip 42-4--2 plokštumos dalių reikės pridėti 
ne daugiau Каір 2k dalių. I$ viso gausime ne daugiau kaip К®—К-+2+2К=К*+К+ 
+2=(6+ 1) — (4+1) +2 dalių. 


П skyrius 

32. а. (1); b) 77: 8) ir (8; 7). 33. 6. 35. а) 403 200; b) 3 628 799; c) 10302; 
l те Нан 228 

d) 5. 36. a) n; b) = с) (n—1)(n—2); d) ӨЕГ: 37. а) (+0! ° 


k—l. | 1 . 1. 9- 3. 4: Б. 6. T 
b) “qo c) р(р—1); d) Once 38. а) 0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; b) n26. 39. 9!— 


= 362 880. 40. 14! 41. 18. 42. a) 24; b) 96; c) 6; d) 118. 44. 3024. 45. 1 190. 
46. 15. 47. {9; 10). 48. 0,06048. 49. a) 2; {1}; b) e; (1), (25 (1, 2}. 
50. a) 8 b) 8. 51. 64. 52. a) 28; b) 17; c) 35; d) 28; e) 6; f) 101. 53. C$,— 
=38760 54. C4;=52360 55. Sprendimas. 2 310=2.3.5.7 11. Todėl už- 
daviniui išspręsti pakanka surasti, keliais būdais iš penkių skaičių 2, 3, 5, 7, 11 
galima parinkti du. Skaičius tokių būdų lygus С?=10. 56. 10. 58. a) m b) n(n— I). 
59. Cà; a) 1; b) 10; c) 20; d) 120. 60. a) 5; b) 54; с) 275; d) Sprendimas. 
Iš kiekvienos 1-kampio viršūnės galima išvesti л—3 jstriZainiu. Kadangi уга л vire 
šūnių, o kiekviena įstrižainė jungia dvi viršūnes, tai ieškomasis skaičius lygus 
0,5 n(n—3). 61. 21. 62. 1365. 63. a) 18; b) 190; c) 1; d) 1000; e) 7 770; f) 4 950. 
65. b) Nurodymas. C$- C$; С1=С5, Cš=C4. 67. 27=128. 68. 29—1-—10= 
=1013 69. 2047. 71. a) a*4- ба b+ 15a* P? + 20a? D? + 15a? b*-- Gab*4-b9; b) х+ 
+ 5х y+ 1052 y? + 10x? y? + 5ху + уз; с) х5 – 5х у+ 10x? у — 10 уз+5хуй— уб; d) ис 
5 4 1 2 2 i 4 
—4x Vxy+6xy—4y Иху+у; œ) x? 5x? y? + 10xy? +10x3 v+5x3 y? yi 
f) x6—12 x5 y +60 xt у? — 160 хз y? +240 x? у4— 192 xy5--64 ув; g) 2187x'—5 103 x*4- 
+5 103х°—2 835 х1-+ 945 хз — 189 х2 +21 x 1; В) 1449--0у7--455--97 i) p^ ?— 
1 10 " 40 80 " 80 


—6p7"-15p7*—20p7*4-15p7*—6p7?4l; Ч y y y у — +342. 
72. Тъ= – Са а Б; ‚ма 158 0 790: E. g- 76. тоу: + 0. 
78. = 9. Gu 80. ah 81. a) о: b) 2 c) 2 82. сэг 
= гн 83. a) D b) 2 84. Эс. 85. = 86. Sprendimas. Už- 


É 

davinį išspręsime bendruoju atveju, t.y. kai n — bet kuris natūrinis skaičius. P ir- 
mas būdas. л skrybėlių galima uždėti л žmonėms tiek skirtingų būdų, kiek yra 
kėlinių i$ n elementų. Norint apskaičiuoti „palankius“ atvejus, pakanka iš n! atimti 
skaičių būdų, kai nors vienas žmogus užsideda savo skrybėlę. Sakykime, k-tasis 
žmogus užsidėjo savo skrybėlę, tada likusieji п — | žmonės skrybėles gali užsidėti 
bet kaip, t. y. (1— 1)! būdais. Kadangi būdų skaičius (CHD) yra tas pats kiek- 
vienam iš л žmonių, tai i$ viso gauname л-(п—1)!=л! būdų. Taip skaičiuodami 
mes dukart skaičiuojame atvejį, kai du žmonės užsideda savo skrybėles. Kadangi tokių 
porų yra C}. o likusieji n—2 žmonės skrybėles gali užsidėti bet kaip, tai iš gauto- 
jo rezultato turime atimti C? -(n—2)! Dabar apskaičiuokime, kiek kartų skaičiavo- 
me atvejį, kai trys žmonės (pažymėkime juos A, B ir C) užsidėjo savo skrybėles. 
Pirmame žingsnyje šį atvejį skaičiavome tris kartus (atskirai A, B ir C), antrame 
žingsnyje jį triskart atėmėme (porai A, B, porai A. C. porai B, C). Vadinasi, kiek- 
vienam trejetu A, B, C turime pridėti (n— 3)! būdų, t.y. iš viso С. (n—3)! būdų. 
Kyla hipotezė, kad ieškomasis būdų skaičius lygus 


n.(n—1)!— CË(n—2)!+Ch(n—3)!— Cà (a-4) - ...—(- 1)" Ch (a— n)! 
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х 


(iš pradžių gavome (n—1)! būdų kiekvienam iš л žmonių, po to atéméme (л—2)! 
būdų kiekvienai porai, parinktai iš п žmonių, po tò pridėjome (n—3)! būdų kiek- 
vienam iš л žmonių parinktam trejetui ir t. t.). 

Dabar įrodysime, kad nagrinėjamojo atvejo (t. y. kai nors vienas žmogus užsi= 
dėjo savo skrybėlę) visi galimi būdai buvo skaičiuojami Jygiai vieną kartą. Šiam 
tikslui panagrinėkime būdą, kai lygiai r žmonių buvo užsidėję savo skrybėles. Pir- 
mame žingsnyje šį atvejį skaičiavome r (t. y. CL) kartų, antrame — atéméme C? kar- 
tų, trečiame pridéjome C£ kartų, ketvirtame — atéméme C4 kartų ir t.t. Iš viso ga- 
vome CL-Cž+C3-Ci4+... būdų. Kadangi 


1-017-0)-01--...-С)-01-03--014-... 


(žr. uždavinį Nr. 74, b), tai anksčiau parašytas skaičius lygus vienam. Vadinasi, 
„nepalankių“ būdų skaičius lygus ` 


n(n—1)!-Cž(1—2)!4+ С} (п—8)!—С%(п—4)!+...= 


leu o 5. 1 
=n! ээ» = E Шри 2 
n! (1 ТЕЗ ЭГ T(-l) ui] 


о „palankių“ — lygus 


PL SPO KE l 
n! (эт- rtg grt +D 51) 


Taigi ieškomoji tikimybė lygi 


1-1 1 1 = 1 
Bj artar ВЕРНЫ п! ° 
11 
Kai n=5 gauname p= 39. Antras būdas. Sakykime, (ai: asi ...; an) — n ele- 
mentų (skaičių nuo 1 iki л) kėlinys. Kėlinį pavadinsime netvarka, jei a; ži, t. y. 
kiekvienam i= 1, 2, 3, ..., n (i-toje vietoje parašytas skaičius a;z i). Kitaip sakant, 


nė vienas netvarkos elementas nėra savo pradinėje padėtyje. Pažymėkime D, iš n 
elementų sudarytų netvarkų skaičių ir rasime, kam jis lygus. Akivaizdu, kad D,=0, 
D,= 1. Netvarkos pirmoje vietoje gali būti bet kuris, išskyrus pirmąjį, elementas, t.y. 
п—1 elementų. Jei pirmoje vietoje parašytas skaičius Аз 1, tai visas netvarkas gali- 
ma suskirstyti į dvi grupes pagal tai, ar pirmasis elementas yra k-toje vietoje, ar 
nėra joje. Kai pirmasis elementas yra k-toje vietoje, tai tokių netvarkų skaičius ly- 
gus iš n—2 elementų sudarytų netvarkų skaičiui, t.y. D„;>..Jei netvarkos k-toje 
vietoje parašytas ne pirmasis elementas, tai netvarkos elementai 1 2, 3, ..., k— 1, 
k+l, ..., п yra išdėstyti nuo 2-os iki n-tos vietos, ir tokių netvarkų skaičius lygus 
Ри_1. Vadinasi, k esant pirmoje vietoje, turėsime D,..,-- Од... netvarkų. O kadangi 
k gali įgyti n—1 skirtingų reikšmių, tai i$ п elementų viso yra 


(n—1) (D, 2i D, _+) 


netvarkų. Sprendžiant uždavinį bendruoju atveju, reikėtų įrodyti, kad D, išreiškia- 
mas formule gauta pirmuoju sprendimo būdu. Tuo įsitikinti galima, pavyzdžiui, 
matematinės indukcijos metodu. Nedideliems л, kurie reikalingi šiems skaičiavimams, 
D, patogiau surasti iš gautosios rekurentinės formulės: 


D,=2(D,+ Ю,)=2 (1+0) =2; 
D,=3(D,+ D.)=3 (2+ 1)=9; 
D,=4(D,+ D,)=4 (9+2)=44. 
Vadinasi, tikimybė. kad kiekvienas iš 5 svečių užsidės svetimą skrybėlę, lygi 


D 44 11 - 2-7! 
$17 190 = 30 z0,367 87. 91 = д 88. Sprendimas. Vieną poaibį, turin- 


— 


tj m, elementu, galim: parinkti C7^ būdais; iš likusių п-т, elementu išskirti po- 
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aibi, turintį m, elementu, e LM būdų ir t. t. Todėl skaičius būdų parinkti £ 
poromis nesusikertančių 2) 10, tenkinančių uždavinyje nurodytą sąlygą, lygus 


! 
La Mk i Ын n! 
ту. Ст: ms " =, 
Ст Ст Lm „Ek Tay КАЙ Cn mi-mc...—mn a mm... mk! 
25 200 


4 =6300. 90,4) (7); b) {5}; с) {3}; а) (6). 91. a) (3; 4; 5; 6; 7; 8; 9}; b) ne N, 


п> 11; с) (01; 22 8; 4; 5; 6}; d) {5; 6; 7; 8 9; 10; 11; 12; 13}. 92. 96. 93. 1332. 
94. Sprendimas. Bet kuris i$ 4 skaitmenų pasikartos kiekvienoje dešimtainėje 
skiltyje 6 kartus. Todėl ieškomoji suma bus lygi 6.1 111 x(1+3+54+7)=1 111 x 
х 96 =106 656. 95. a) 24; b) 24; c) 3!.4!=144; d) 2.5!=240. 96. a) 28.291; 
b) 2.29! 97. a) (3; 14}; b) {5}; c) {19}; d) (17). 98. a) (5; 6; 7; 8); b) neN, 
Ret 99. a) (5; 6; 7}; b) ne N, n>6; c) КЕМ, 1<k<9; d) (9; 10; 11; ME 13; 

15). 100. 120. 102. 968. 103. 13160160. 104. 171100. 105. 16800. 
18: Sprendimas. Pirmiausia išdėstome baltus rutulius: 


*B*B*Bx...*B». 


I$ т+1 žvaigždutėmis pažymėtų vietų reikia parinkti n vietų ir patalpinti jose в 
juodų rutulių. Pagal derinių skaičiaus apibrėžimą tai padaryti yra Су, būdų. 
107. Сї,-С1--2520. 109. 20y?*. 110. Sprendimas. Sakykime, kad =у=1. 
Išdėstę pagal Niutono formulę bei pakeitę x? ir у? vienetu, gausime ieškomąją koe- 
ficientų sumą, lygią (5—4)'—1. 111. a) 50; b) 33; с) 10. 112. Sprendimas. Вен + 
"kia rasti tokį i, kad dėstinio (1+0,01)ю pirmųjų i narių suma skirtųsi nuo skai- 
čiaus (14+0,01)'? mažiau, negu 0,001; šiam tikslui pakanka, kad dėstinio hariu su- 
ma, pradedant i-tuoju, būtų mažesnė už 0,001. Išsprendžiame nelygybę Уа Т, < 0,001, 
к>і 
ty. У) Ck.0,01 «0,001. Tačiau У, Ck «1000, iš ёа У, Ck -001k< 10 х 
kzi kz3 kzi 
х 10-8=0,001, kai /23. Be to, T,=0,0045, todėl dviejų dėstinio narių nepakaks. 


Analogiškai 2 Ck -0,01*« 105 0,01% < 108. 1079 <1079, kai i25, o Т,= Сох, 


x1073=0, 0000021 > 0,000001. Vadinasi, I atveju reikės trijų dėstinio narių (nulinio, 
pirmojo, antrojo), o ЇЇ — penkių. 


Ш skyrius 


113. b) 12,3800...; c) 8,065000.... 114. a) 17,586631 < 17,586897; b) —2,37561 > 
> —2,37571; d) 0,2444444444... >0,244. 115. a) 2, (8); b) 0,7(6); c) 1, (571428); 
d) 3, (36). 116. -2-22; 5-2 42-2- -1 b=; 0=7 117. a) 2; 3 
7,1; 1001; b) 4; 9; 1,44; 1024. 119. a) 0,2<0,2664 <0,3; b) —1,3< 71,27 < —1,2; 
c) 1162-48-41, d) 3,3« V11 «3,4. 120. 3,6091.... 121. 20242 «03 0,21 < 
«ард, 22; 0,214 < d «0,215: В =0,214...; b) „ыа, с) Уз= 
=1,732...; d) -1/3--2,267...--1,732.... 122. 1,90532.... 123. ху=3.31.... 
124. а) 1,747...; b) 3,650... 125. a) 0,247...; b) 3,162.... 127. Nurodymas 
(V32=12+(V 235 (ү5Р-12-2:  (V6y222(V 2*9. 130. $—x-1-0. 
1 a) racionalusis, idi ®=0° ir х=30%; b) racionalusis, kai 4=0? ir «=60°; 


c) racionalusis, Ка! а =0° іг «= 45°. 132. a) trupmeniniu skaičių aibė; b) racionalių- 
jų skaičių aibė. 133. R; 2. 135. 3,5. 136. 16,5. 137. 3,6. 138. 1,4. 139. a) (—5; 5}; 


b)]-5 9L 140. а) 16; 14); b) [6; l4] 141. a) ]—%; 57015; œl; b) 1-90: ° 
6[U] 1; col. 142. (3; 7). 143. 14,5; 25]. 144. [-4,7; 49]. 145. | -ю Изв] 
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Ж, 
4 
«| 2 ds «|. 146. a) Dvieju tiesiu junginys; b) Se i$ kurios „išdurtas“ vienas 
21 
taškas. 147. Zr. 95 pav. (ašies Oy taškai nepriklauyo aibei). 148. a) Хус 33 
51 2n4-3 Ё 5 " ` 5 n+1 m 
2 кешен” кыт а а 0): 0 89 МӨ Pen цэ 
ds " А \ 
s ы NS Š IN 
5, K ` “\ à 
ir 
й, 
47 


4 5 
» | 
X | 
4 | 
ë 1 
им, 1 
Ww 1 

: ! 
| | 


96 pav. 97 pav. 
үн Фи ntl э plea Же olo ow Do s 9.9 8.8 
4 » Ua M9.b) 25; 442584; 16-1; 99-чу; AT UII 
150. Kai л>103. 151. Kai л<43. 152. a) x a= —15-5m b) хи-(-1) 71.4. 


153. a) Grafikai nubraižyti 96 paveiksle. 154. a) Grafikai nubraižyti 97 pa- 
i veiksle. 155. a) Ne; b) taip; c) taip; d) taip. 156. a) 0,6; b) 0,15; c) 0,03; 
197 d) 0,003. 157. а) п>4; b) п> 49. 158. а) n2ll; п>26. 160. а) 2,5; b) 3. 
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164. а) 42; b) 233; c) 99000;/d) 818. 165. a) 2 € b) 2. 166. a) 7,5; b) 4,5. 
1 ye К ]yei Dye 2 
167. а) эь-10-(8) arba »=15.(-5) ; b) »-(- 5) arba »„=—X 


| \л-аї 5 / : К 1 

1y- 1 4 5. 3. 53. 991 

х(5) . 168. 9) zí b) g 19.2 g:5) 3 тг: 9 gg: 9) 28 бор 
yy : 

170. a) 6 m; b) 57 m°. 171. 4R*. 172. —r. 173. a) Taip (pavyzdžiui, [2; 3); 

b) ne. 175. a) Ne; b) taip; c) ne; d) ne. 176. a) 4; —2; 4; 3 b) 4 -6 -5; 


—0,2. 180. а) —2,5; b) —05; с) 0; d) 1. 181. a) 0; b) 2 i: с) L2; d) 34. 
182. а '2+а: 184. a) Didėjanti; b) mažėjanti; c) ne; d) ne. 185. a) Didėjanti; 
b) mažėjanti; с) nedidėjanti; d) nemažėjanti. 188. a) Taip; b) apskritai kalbant, ne. 
189. a) Mažėjanti; b) nemažėjanti; c) nedidėjanti; d) didėjanti. 192. a) Taip; 
b) taip; с) ne; d) ne. 193. a) 0; b) 0. 194. a) 13,195; b) 7,728; с) 79,797 d) 20,599. 


Tr Tr 


195. a) 6,684; b) 19,024; c) 78,152; d) 26,905. 196. a) Zi b) 7:9 T d) 5: 
1 

е) 180 197. TED 198. 3 37^ 199. a) Taip; b) пе; c) taip; d) ne; e) taip; 

f) taip; g) ne; h) ne. 203. 10,6 ir 10,7; 10,607 ir 10,608; 10,60712 ir 10,60713. 

9 


Г 


| 
99 pav. 


204. a) 6,85 гээ b) 3,60 ir 3,61. 205. Begalinés dešimtainės periodinės trupmenos 
yra skaičiai: 7: $i V36; -5 206. Racionaliu. 207. |; 7,3. 208. a) Kai n24; 
b) kai nz: 3. 213. 4,414. 214. 2,160. . .. 215. —1,782.... 216. 7,071.... 217. 2,449. . .. 
218. 3,872... 219. V 7 - V 10 « V 3+ V19. 225. a) M( —49); b) M (4) ir M(—12). 
226. Nurodymas. a) (1/10? 2124-35; b) (14? — V10? 4-22. 227. a) (1,7; 2,3}; 
b) {—2,9; —3,1}; c) [2; 3]; d) 18: 17[; e]—o; —2[0]0; o f)) — о; —8,7]U 
U[-7,3; œ[. 228. a) {0}; b) (0,4). 229. a) [1; oo[; b) 13; cof. 230. a) Aibė, su- 
daryta i$ vieno taško (koordinačių pradžios); b) apskritimas, kurio spindulys 3, o 
centras — koordinačių pradžia; c) dviejų tiesių (y=x іг у= —x) junginys; d) aibė, 
sudaryta iš dviejų taškų M (2; 0) ir М(—2; 0); f) aibė, pavaizduota 98 paveiksle; 
g) aibė, pavaizduota 99 paveiksle; h) pirmas koordinatinis кышы: 231. Aibés, 


pavaizduotos 100 paveiksle. 232. x,— 9; %= 38 š Хы gei] Хэп+1= 
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23 


22 


ë 


I Xn+ 2n+1 I : L 1 А 
T7 pp zs Pr E 233. a) Q=; 1<n<35; в) = 5; 1<n<5; 


9n-1 
23) an= Тит: 1<и<4. 235. a) nz4; b) п>1001. 236. a) п>31; 


ә) 12301. 237. а) 1>26; b) п>251. 239. Taip. 244. Taip; p. 245.а) 1 2 b) 2,1. 


7246. a) mA 247. a) Bet kuris x i$ intervalo ]—1; 1[; b) bet kuris x iš intervalo 


10; 2[. 249. Ne. (Pavyzdys: а= һ=1.) 250. Gali. Abiem atvejams tinkantis 
'Pavyzdys: xn=(— 1)"; y„=(—1)"*1. 251. (х, + yn) konverguoti negali, о (хи yn) — gali. | 


252. а) —1; b) -1,5. 253. 0,75. 254. >. 255. 25 . 256. —3. 257. a) Taip; 


Ч) taip. 260. I. Kai a=2b ir bz -+ (п — bet kuris natūrinis skaičius), seka yra 
pastovi (t. y. nedidėja ir nemažėja). Il. Kai a—2b>0 ir Ь#[—1; O[, seka didėja. 
III. Kai a—2b<0 ir bé[—1; O[, seka mažėja. 


ТУ skyrius 


265. f(1)=2; /(2) = 9,5: /(5)=%5 f (i)e- f(—0,5- —2,5. 266. /(0)= 


2 5 - 2 
Ба Р(1) = 1; /(@#+1)= = +; fG- 2 27; g (x)= Зол ; £(5)=3 B) 


g(—-3)2— x 267. a) Dviejų tiesių — koordinačių ašių — junginys, b) atvlra juosta 
4101 рау.); c) kvadratas (102 pav.); d) atviras kvadratas. 268. a) R; b) В; с)]— ©; 


| 102 pav. 
—lju[l; ор d)]-8 —2[U]-2; 2[U]2: «(| 269. а) Ё; c) [0,5; ә]. - 
` 270. /(—5)=1; /(—7)= 1/15; /(5)- 1/51; /(х)= Vxt-9xtl; Ха) =Уй+5+1. 
27. 0/(-9--Ы = /(«)=ў: r(3)e3: £08 лю 


27. f(-2)=7; /(0)=1; /(2)-3, /(3)-1: f(5)=1. 
aV2 


a*-x*, kai 0<x< gs 
274. S (0-4. үз 


D (S)=[0; a V 2]. 
И уз й (5) =1 aV2 
(a V2-x), kai ° <x<a Va. 
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275. Ne. 276. /(х)=|х|; Л(х)=х?; f(x) 231 x --x*. 277. Kai x — bet kuris funkcijos 
f apibrėžimo srities taškas, tai — x irgi priklauso funkcijos f apibrėžimo sričiai 
ir f(x)sf(—x). 278. x—x; хох; x—x--x'. 279. Kai x — bet kuris funkcijos f 
apibrėžimo srities taškas, tai — x irgi priklauso funkcijos f apibrėžimo sričiai ir 
~ f(x)=—/f(—x). 280. a), d) ir e) simetriški ordinačių ašies atžvilgiu; b), c) ir e) si- 
metriški koordinačių pradžios atžvilgiu. 281. a) Teisinga, kai x>0; klaidinga, kai 
x«0; b) teisinga, kai х0; c) teisinga, kai x>0, klaidinga, kai x<0. 282. Funk- 
cija mažėja visoje skaičių tiesėje. 283. Didėja intervale [2; co[, mažėja —]— oo; 2]. 
284. Didėja intervale ]— oo; 0], mažėja — [0; oo[. 285. Didėja intervale [2; oo[, ma- 
žėja — ]— œ; 2]. 286. Didėja intervale ]— оо; 3], mažėja — [3; oo[. 287. Didėja in- 
tervale ]— оо; 1,5], mažėja — |1,5; oo[. 288. Mažėja. intervaluose ]— oo; O[ ir 10: œf. 
289. Didėja intervaluose] — со; O[ іг ]0; со[. 290. Didėja intervale (0, оо[. 291. Ма26- 
ja intervale [0; oo[. 292. Didėja intervale [0; oo[, mažėja — ]— ©; 0]. 293. Didėja 
intervale (0, co[. 294. Didėja intervale ]— оо; оо[. 295. Mažėja intervale ] — oo; oo[. 
296. Didėja intervale [1; oo[, mažėja — 10; П. 297. Didėja intervale 10: oo[, ma£é- 
ja —] — оо; O[ 298. a) 3,2; b) 4,02; c) 0,2; d) 0,02. 299. a) Ах--0,5, Ay=2,25;. 


Е 2 k 1. 875 | 1 
b) Ах=0,15; Ду= 1,1475. 300. а) "135 359 ' b) "8047 с) 30 107 ' d) 1806: 
301. a) —3Ax; b) СОР M с) 6Ax -3Ax*; d) Ax (2—2x— Ax). 302. a) x*4- 
Vx+Ax+Y x 


+2хһ +0; 2хһ+ЮҺ%, 2x+h; b) kx+kh+b; kh; k; c) ax*-cb bx c+ 2axh+ ah + bh; 
2axh--al*--bh; 2ax+ b+ ah; d) х + 3x2h+ 3xh2-+ h% 3x? h-- Зх? +h; Зх Sxh B. 


303. a) x+; b) i (3x*?--3xh--h?). 304. a) 2; b) бх: 306. (2ax--b)h. 308. Iš- 
pjaunamojo kvadratélio kraštinė turi būti lygi 0,2 m. 309. Sprendimas. 
(f(x) –а) = 2x—6|22| x—3|«e, kai Ix-3l« у, t.y. galima laikyti, kad 8-5. 
3M. Sprendimas. if&)-a|-| $ —(-1) |-| Stx 


ir |34+x|<e. Pirmoji nelygybė tikrai yra teisinga, kai |3+x|<2. Taigi skaičiumi ë 
galima laikyti mažesnįjį iš skaičių 2 ir e. 316. Sprendimas. Įsitikinsime, kad 


|<13+х1<е, kai Ix |z1 


tuo atveju, kai t= kiekvienoje taško x=0 aplinkoje yra taškų, tenkinančių ne- 


` lygybę |/(x)—a|><,, kurios a — bet kuris realus skaičius a. Kai a>0, о х<0 (to- 
kiu taškų x уга bet kurioje taško х=0 3-aplinkoje), turime: 


If (x) —a= | —1—а|>1> є, 
о jei a<0, tai taškui х>0 (pavyzdžiui, хэ 2) 
|/(х)—а|=|1—а|>1 >. 


321. — 10. 322. 5, 323. 0. 324.2. 327. 0. 328. 6.. 329. —0,72. 330. 3. 331. — t. 


5 
332. `~ . 333. 0,4. 334. 3. 335. 12. 336. Riba neegzistuoja. 337. : . 338. > . 339. т 
1 1 1 | 
340. 2. · 341. —. 342.3. 343. =. 345. а 0) =0; b (0) = — 1. 
iz Va ) »(0) ) > (0) 


346. a) y (1) 22 (103 pav); b) у(—1)=—1. 347. a) Funkcija tolydi; b) y (0,5) =1.. 
348. a) у(1)-0 (104 pav. ; b) funkcija tolydi (105 pav.) 349. 2. 350. 3 
* 
351. a) а; b) а. 352. а) -— b) —1; с) -ip 353. 8x+3; 11; 19; 43. 
1 1.1 6 2 V6. V6 
354. у: с. 355. ———у: —6; — 2: -6. 356. =; —. 
2Vx 2'4 (x—2) 3 Or 27” 
357. 3х; 0; 12. 358. 2ax-cb; В; 4а+Ь 359. Funkcija didėja intervaluose 
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103 pav. 104 pav. 


105 pav. 106 pav. 
Ч— оо; : ir taka, oo| ; mažėja intervale T xx. funkcijos gra 
| ` 1⁄3 үз, ! : Š YS V3] 
fikas nubraiZytas 106 paveiksle: x= # — maksimumo ta$kas; х= ys — mini- 
mumo taškas. 360. Funkcija didėja intervale [—1; 1]; mažėja intervaluose j— 00; 


— 1l] ir 0; co; x= —1 — minimumo taškas; x=1 — maksimumo ta$kas. 361. Funk- 
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cija didėja intervaluose ]— oo; 0] іг [2; oo[; mažėja intervale [0; 2]; x=0 — mak- 
simumo taškas; x—2 — minimumo taškas. 362. Funkcija didėja intervale (0, 
2]; mažčia intervaluose |-00: 0] ir [2; œj; х=0 — minimumo taškas; x= 
—2 — mzksimumo taškas; funkcijos grafikas nubraižytas 107 paveiksle. 


1 
363. а) 1; b) 2x 364. а) 2х+1; b) 2х+1. 365. a) 2-5; b) 2x— xt 


T T . 366. Sprendimas. Sakykime, kad и (x) =u (x) — "m Tada сш а 
2 Vx x Ax 
_ wGrAx)-wi(x). u (x+ Ах) и (x)= v (x+ Ах) +9 (x) _ u (x+ Ах)—и (x) p 
joa Ax Ax 3 Ax | 
АНС Aw В d ug DEPO. (2-22)8 lim A _ 
Ax Ax SE Ах-0 Ах Ах-0 \Ах Ах] дх-эо Ах 
zm 28 =u—v 367. а) 5 5) эг . 368. a) 2; b) 282 369. а) $ (х-1) 
Ах-»0 Ах 4 : 225 5 , 
b) 12-5 . 370. I2x—7. 37. № сес. 372. 6 (2х3). 373. бх 1258, 


107 pav. 108 pav. 


374. Grafikai nubraižyti 108 ir 109 paveiksle. 375. a) 4x3; b) 3x*; с) 4 (x —4)*. 


| 1 1 
4... 3 5: e 2 Ж; 8 m — ° — |]: —— 
376. а) 10x*— 12x? + i 5; b) — 6x? + 4x — 27 xš. 378. ПЗУ! 1; TE 
7 | | : 3 65420. 8 ad—bc . 
379. Nd až" 7; = 380. TENTE 0; 40 38 “Дори 
ad — bc ad— bc , А ! ' ad — bc 
——, 0)2 —. ç 0 i ; =0; v (=; 
(ау v (0)= 2 kai 450 ir neegzistuoja m d=0; % (1) {с+ай 
kai cz —d ir neegzistuoja, kai с=—4. 382. -3 . 383. —5x-?. 384. —12x71. 


385. —15x^*. 386. Išvestinė egzistuoja, kai п> 1, (1) formule apibrėžiama, kai 
nz2. 387. b) Grafikas УЕ 110 paveiksle. 388. ]—3, 3[. 389. (0: 16]. 


390. [1; ©]. 391. (0: 4[. 392. icy d —1[ U]-1; œf. 3 ]- ©; 290 012,9: 31. 


394. fog=2—Igx+Ig2x; gof=lg(2—x+ x); /ой-2- t3- dioe һоў= 
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2—х+х% . e _ lg 

5 goh= 1 52 ; һор= 32 = . 395. Pavyzdžiui, 390 pratimui: y= fo g, 
kai g (x)=1g x; as Va 393 pratimui: у=/огофоф, kai 0 (x) =3— x; ф(2)-418 2: 
g(u)=1 +u; f(t)= = 396. 100(2х-5)(3-5х--32/9. 397. MEN M А 


3 ЛЭ -Тх3--9) 


2 
Ltr ) 399. 5n (24:5x)771, kai nZ 1; 5, kai n= 1. 


398. (24-7)! (21 х+2+ 
V 2 Vx+2 
400. Sprendimas. .S-2zr--2xrh. Iš formulės V—zr* randame A ir šią 


109 pav. 110 pav. 


reikšmę įrašome į S išraišką. Gauname S(r)-2nzr*4- 25, Prilyginę S“ (r) &4nr— 


EX Lid nuliui, gauname: V =2rr?. Įsitikiname, kad r= ais funkcijos S (г) mls 
„pa 2r 

nimumo taškas. Toliau V —2zr?-zr?h, i$ čia A=2r. 401. a) Tiesiu x=2 ir у= —8 

junginys; b) aibė, sudaryta iš keturių taškų {(1; 1); (1; —1); (—1; 1; (- 5; —1); 

с) kvadratas (111 pav.); d) dviejų atvirų kampų junginys (112 pav.); e) apskritimas, 

iš kurio „išdurti“ keturi taškai. 402. а) [—4; 4]; b) xeR, xz -2; 

с) 1-0; ЦО] 1; 20] 2; оо; d) ]— оо; ©[; е) M; oo; f) ]- о; – 101; 3p 


1 
8 [—1; I]; h) BRUN. . 403. a) Vs: ү: Vise b) 188-15 17; 


2+2 . Е ‚_ \Уз-2__, 
Iš Tg x—p:92:V34-Vz-5 ; V3+ Vu—5; d) xu ЕЭ 03:57 
үз, 


Viz ` | бах, kai 0<х< 5 
lg (à —3u—4): 404. S (х) = 


2a (a V 2— x), kai ^ " <х<а| 2. D(S)=[0; aV 21. 
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© 
— 


113 рау. 114 рау. 


405. Taip, y=b— | К*—(х—а)#, R — apskritimo spindulys, о M (a; Б) — jo centras, 
406. Jei E(/)=(0) 407. Ne. 408. a) Didėja intervale [1; oo[; mažėja —]— oo; 1]; 
b) didėja intervale |— оо; 2] mažėja — (2; oo(; c) mažėja intervale (0: co[; d) ma- 
žėja intervale ]— оо; oo[. 414. - 6° 415. 3. 416. 3» Каі х> 0; neegzistuo- 
зух? 

ја Каі х=0. 418. 6x:+6x—2; —2; —2; 10 419. 5#+х4—х—1; —1; 0. 
“амд, Ag b kai Ах>0, | | 

` Ax |-I, kai Ах<0, o šis santykis neturi ribos, kai Ax artėja prie nulio 
Qr. 316 prat) 423. 12x*—12x*--129x-F4. 424. 3acx*--2 (а4+ bc) х+ае-+ bd. 
425. 6x—8; —8; 4. 426. 150y*--12y; 0; 138. 429. b) Grafikas nubraižytas 113 pa- 
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16 16 г-10ү1:-1, 23. 


. : š 5 
veiksle. 430. трае: Побит: 16; 4 431. ior АЕ 
"RAE DER DE deo S 5х+20 V x—3. цана! 

(4— 52)? (4—5)? 167 86 2 Уи х+9)? 64 9 
— 248 + би? — 12и + 20 9 6 25 8 15 20 
434. | а bv — it Cr: 436. 7 437. ги 
1—n 
š _ 1-1 
„E 438. Grafikas nubraižytas 114 paveiksle. 439. — 2 > a 2 (8-23) 2 
| (2+2)? 
441. Grafikas пибга уаз 115 paveiksle. 443. Per 3 |АВ\ nuo taško, kuriame . 
r 8. 23,2 
yra stipresnis garsintuvas. 444, EI Aa 5 12 š E ын 
2 Vret- Vil V= V œ+ 
4. 446. -2-- 447. 30,5 (158 — 2) (5x°— 2x- 1), 
5. V 15 5 


115 pav. 116 pav. 


V skyrius А 
448. Ы) 1,414; 1,4423; 1,316; с) 1,4435; 1,316; а) V3 apskaičiuota 0,002 tikslu- 
4 


mu, o ҮЗ — 0,001 tikslumu. 449. 2,89; 4,33; 6,58; 2,63. 450. 14,44; 2,89; 1,73. 
451. a) 3,003; b) 3,11 452. a) 3,083; b) 2,013 453. у=0; у= —2x— Il; y-2x - 1. 


354, ym —Эх—6ї у= 4-6. 455. yu 12x—16. 456. ва Em. 457. 6—4 (5): 
rad rad\, „2 cm. o. XN 1 
20 (25) 458. 1) 2,8 (=); 6-5 s 459. 1) 12r (25) 2; а) g Sib) gs 


460. 1) 0,04 n. 461. 65 -Ė-: 195 -5-. 464. а) 6 s; b) 18 №. 465. a) Didėja in- 
cm cm S 


tervale ] — оо; оо[; b) mažėja intervale ] — oo; co[. 466. a) Mažėja intervaluose ] — co; 
O[ir]O; оо[; b) didėja intervaluose ]— oo; 2| ir ]2; оо[. 467. a) Didėja intervale 
[0; оо[; mažėja — ]— оо; 0]; b) didėja |1; co[; mažėja — ]— oo; 1]. 468. a) Didė- 
ja intervale [0,3; oo]; mažėja — ]— œ; 0,3]; b) didėja intervale [1; oo[; mažėja — 


]-0; 1]. 469. a) Didėja intervaluose ]— =; —3] ir [3; oo[; mažėja intervale 
[-3; 3]; b) didėja intervaluose ]— оо; 0] ir [2; œf; mažėja intervale [0; 2]. 
470. a) x23 — minimumo taškas; b) х= —1 ir х=| — maksimumo taškai; х=0 — 


minimumo taškas. 471. a) х= —3 — maksimumo taškas; x=3 — minimumo taškas; 
b) x= —3 — maksimumo taškas; x=1 — minimumo taškas. 472. a) x=1 — mini- 
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mumo taškas; x=0 — kritinis taškas, kuriame funkcija neturi ekstremumo; b) funk- 


ç е 3 оо я 3 
cija monotoninė. 473. a) х= -, — minimumo taškas; didėja intervale E о), та“ 


4 4 
: + b) x«3 — minimumo taškas; didėja intervale (3: oo[, mažėja — 
]— о; 3]. 474. a) Funkcija didėja visoje apibrėžimo srityje [l; of; b) funkcija 
didéja visoje apibrėžimo srityje [0; oo[. 475. a) Funkcija didėja visoje skaičių tiesė- 
` je; b) х=0 ir x=12 — minimumo taškai, x=6 — maksimumo taškas; funkcija di- 
déja intervaluose [12; со| ir [0; 6] mažėja —]— оо; 0] ir [6; 12]. 476. x20 — 
minimumo taškas; didėja intervale [0; oo[, mažėja — ]— oo; 0]; funkcijos grafikas 
nubraižytas 116 paveiksle. 477. x=0 — maksimumo taškas, x=2 — minimumo taš- 
kas; didėja intervaluose ]— oo; 0] ir [2; co[, mažėja — [0; 1 [ir ]l; 2]. 478. x=3,2 — 
maksimumo  ta$kas; шэн intervale 10, 3,2], mažėja intervaluose ]— оо; O[ ir 


žėja -]-«: 


(3,2, «|. 479. y - maksimumo taškas, x= —— — minimumo taškas; di- 
dėja intetyalupse 1— ©; —2, |-2 . | уз? 2| ir 12; oo[; mažėja in- 


2 2. ү 1 2 
tervaluose | -----:0| ir ; — |. 486. [—8; -= Jul =; o]. 487. ]—o; 
Гү P ssp 5-5 888 


со| 488. 1-0: 1010; co[. 489. Ø. 490. |-= =a $i «| 491. [—2; 1]. 


117 pav. 118 pav. 


495. Funkcijos grafikas nubraižytas 118 paveiksle. 496. х= — 1 — minimumo taš- 
Каз, x=3 — maksimumo taškas; didėja intervale [— l; 3] mažėja intervaluose 
1-0; — 1] іг (8: oo[; funkcijos grafikas nubraižytas 117 paveiksle. 497. a) min f (x)= 
=f(—-1)=/(1)= —16; max f(x)2/(0)— —9: b) min /(x)=/(2)= —25; max /(х)- 
=/(3)=0 498.15 7 2 49 Nurodymas Sakysime trikampio pagrindas 
lygus 2a. [rodykite, kad S?-/?(2R—A), kai h — trikampio aukštinė, o А — apibrėžto 
apskritimo spinduiys. Po to galima ieškoti funkcijos S(h) maksimumo. Vienok pa- 
prasčiau remtis teiginiu, kad plotas yra maksimalus, kai maksimalus jo kvadratas, 
ir ieškoti ploto kvadrato maksimumo. 501. Démenys turi būti lygūs. 502. A: а= 
=1:2. kai A — bako aukštinė, oa — pagrindas. Nurodymas. Išreikškite bako 


visą paviršių taip: 5 (а) =а?-+ 7 (V — tūris) ir raskite funkcijos S (а) minimumą. 


503. Į tašką, esantį už 3 km nuo gyvenvietės ir už 12 km nuo gręžimo bokštui 
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1 505. Nubrėžkite tiec? per taškus М, (хо; x3) 


2 
ir M (5 Xo; 0). 507. a) Didėja intervaluose ]oo; —I[ ir ]— 1; oo[; b) didėja in- 


artimiausio plento taško. 564. x= 


3 

! 1 f Ver 
tervale [-=: «|, mažėja — ]-«: -i] 508. Didėja intervale (—0,75; оо[, 
mažėja —]—oo; —0,75]; b) didėja intervale Ë «| , mazéja — |- =; s]. 


509. a) Didėja intervaluose ]— co; —2] ir [1; oo[, mažėja intervale [—2; I]; b) di- 
déja intervaluose ]— œ; — ir [1; 01, mažėja [—1, Of ir JO; 1}. 510. a) г=0 — 
maksimumo taškas; didėja intervale ]— oo; 0], mažėja — [0; oo[; b) didėja intervale 
[1; o[, mažėja — ]— оо; —1] ekstremumu nėra; c) x=0 — maksimumo taškas; 


didėja intervale [—| r |; 0], mažėja — [0; iri). 517. EE | | 518. м 519. (1). 
520. ]J- oo; —10[U]2; œf. 521. х=0 — maksimumo taškas, х= 4 — minimumo 


taškas; didėja intervaluose |- оо; x ir [$: el. mažėja intervale |» HI 


522. х= 0 — maksimumo taškas, UR ir x= ——— — minimumo taškai; di- 


ү? yz 


ЛЭ 1 1 vod | 1 1 
déja intervaluose | -——; 0| ir |——; o], mažėja — |-0; -~= |i 
ү? 2 


119 pav. 


0; 475 . 523. Funkcijos grafikas nubraizytas 119 paveiksle. 524. Funkcija mo- 


notoniškai didėja. 525. a) gmax =£ (0)=3; Zmin=£(—1)= — l; b) £mak—£ (32 
Emin Fg (2)= —1. 526. a) Вап =й (—1)= — 10; hmax =A (0)=2; b) hmin =A (2) = — 10; 
Влах =A (3)=2. 527. Kraštinė, esanti skersmenyje, 2 kartus ilgesnė už kitą kraštinę. 


же : „1 š 2 
528. 1: V 2. 529. Kvadratas, kurio kraštinė lygi i 530. Lygiakraštis 531. 122 
z6--6. 532. 10=5+5 533. 8=4+4. 534. 4 cm. 535. —0,5 -536 Į atkarpos АВ 


° -4 m 
tašką, nutolus; nuo B per 1 km. 537. |V;=1,5 m 538, -—: : 
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м, вю 1) 360 g; 5х 6; 29) 0 8:0 8. 44.15 
У (95—412): s cm cm 


aps 
cm s ° 


2 
542. а) 45 m; b) 4 s; 90 m. 543. 0,04л =, m. =A 545. Kvadratas. 
VI skyrius 
ө, o. o T, T, X o. o. o. o. 5r, т, m, 27 
546. 45°; 45°; 90°; E; д; 5. 547. 50°; 90°; 100°, 1205, 4 5 5; 9:3. 


548. 107 тай. 549. 7 E ir 2x BE 550. a) 0,4363; b) 0,8831; c) 2,3911; - 


9. 4,1364. 551. a) 27°48’21”; b) 21931722", c) 75?53/39"; d) 180°. 552. 11°15% 
= 40,1964. 555. Pavyzdžiui: a) 485°; b) —40°; с) —135°; d) —5m. 556. Ne; 


16 
centrinė simetrija. 557. a) 407 4- 360? п, ne Z; b) — 20? +360° n, ne Z; c) © +22n, ne Z; 


d) = F +2mn, neZ; e)2nn, ne Z; ОИК g)1,5+2mn, ne Z; В) —0,8+2тп, 
ПЕЙ. 558. а) -F +276, —keZ; ыг T -_2лК, —Кє7;с)2,5+т+2тК, Кей; 4)-1- 


= 427k, ke Z. 559. бей. 560. LM 561.12 x m. 562. — Ed . 563. 5. 564. 22,5x cm?. 


3 

565. 3007 спа. 566. 150 ст?. 567. 16 cm. 568. 6. 570. а) E arba -$: b) = 
21 5 9 Už 2 2V2 : 

arba 739: 571. a) 13 агба Зүү ; b) — 86: 572. —соѕ? x. 


573. 1. 574. 2. 575. sint х. 576. 1. 577. 0. 578. 1; a mn, neZ. 579. |, kai 


arba — 


«xL ПЕЙ. 580. sinx—cosa, kai а — T +n, ne 2, 581. a) Taip; b) ne; 


<) ne; d) taip. 585. 2лл; g tamm «2mm т+2?лп; neZ. 587. —1; 0; В 0. 


2225 
2 
589. 0; —1; 0; 1. 590. a) 5 tim, neZ. b) 2zn, neZ; с) -5 +2mn, nez; 


2 


gm: D(cosec)= U ] тп, т(п+1) | 593. a) 2со8 x, az xn, ne Z; b) cos? x, 
nez + 


аз mn, neZ. 594. a) ү b) 2cosža, kai amm, neZ. 595. 1, kai х7 


d) т+2лп, neZ; e) xn, neZ, f) TZ brn, neZ. 591. D(sec)= о] ти; 
nez 


т 1 : тп TOM тп 
о +, ПЕЙ. 596. ШЕЙ, kai XE ПЕЙ. 597. tg« - 158, kai a, Pera 
neZ, a+ß#rl, leZ. 598. сір х, kai eL, neZ. 613. соз а= 2; tga= 
=- 1: ctg «= —2,4. 614. sina= — zi ша=-1у сва=-2. 615. ѕіп х= 

9 40 4 š 15. 8 Ш 7 
-—— rS сіва= 4 9: 616. 510517 соз «= — 1373 16 х= —1 3: 
үз. ° $ | Vu. I 
617. о А IE ctg a= ——,-. 618. sina=--57 > іво= —=—; 
5 
"2 619. sina 12; cos “= rr ctga- —2 17 620. sina= = 


6 1 үз : 
cos a= gs ; tga=6 77 621. cos 2= y tga= 3: ctg a= —s— 622. sin «= 


V3 


; ctga= =z. 625. a) Lyginé; b) nelyginė; c) lyginė. 


3 
— Ep ; COS = 
626. a) Nelyginė; b) lyginė. 627. a) Nei lyginė, nei nelyginė; b) lyginė. 628. a) Ly- 
ginė; b) nei lyginė, nei nelyginė. 629. a) Nelyginé; b) nelyginė. 630. a) Nelyginė; 
b) lyginė. 633. sin 125° 635. —tg 31° 637. —sin 155°. 638. cos 106°. 640. ctg 7°. 


642. cos 145° 644. сів 75°. 646. cos 95° 648. a) 4 i42j 23 с) 97— 
2 БЭР" 1 > Sus -3 /9 

-j d) —i-2j 649. а) 5 1413 5c) -4 652. 0,5. 653.1 654 LE 

655. 1. 656. sin =: (V 6+ 1 2); cos 75° 1 (V6—1 2. 657. sin 105° 


M emi 5-3 75 36 140 56 
=+ (V 6+ V 2); cos 105°= 4 (V 3— V 6). 660. -85 66l. p 662. -5 - 
627 13 


663. |. 664. 795 665. - 95 666. cosa. 667. sina. 668. —5іп о. 669. tg (с - 3). 
670. tgo. (00. 671. tg а: сіс B. 672. –сіво: сів B. 673. V3 іва 678. соз (+8) = 
кошна cos(a=B)=1. 679. 24V 3 2-V3 вво. ГОЗ 


| i V7+3V3 
681. —0,75. 682. 11 87 = 683. a) 1: b) V 3. 685. sin 24=0,96; cos 2x=0,28; 


689 үз 


tg 20= 1 


__ 19. 1 
169 ED шэн 119 
690. 2со82х. 691. 1 692. l--sin4«a. 694. V3 соз20°. 695. sin 20°. 
696. 2cos35?cos 15°. 697. 25іп 5° ѕіп 20°. 698. 2sin 15?cos5?. 699. —2 sin 12,5" sin 37,5°. 
700. V cos (и—45°). 701. 2sin 18-97 соз гэ 702. tp EEB šia 2-2 


703. tg (a—45?) 712. Ne. 713 Ne. 715. Taip. 716. = 717. 13. 720. 0, kai 


2 
tg 21 —3 A 686. дада cos 24 


хи nn, neZ. 721 722. cos28 723. ша, kai BZ +m, ne Z. 


_2_ 
2 * Ising] 
71 1 43 
728. isla+B)=— 337 tg (x — 8-7 – 53 020518) = – >p; ctg (&— 8) = — 83. 731. 1, 


kai xz - T tan, neZ 732. cos4«. 733. cos x. 734. tg х, kai x* ти, neZ. 


шилэн Е (жр). 740. 4 cos ыг COS X COS 5x 


738. sin (x+y) ын (х—у) 789. со? a cos? б 5 9 
s 5x x . 2@+т 20—70 20-7 
741. sin > COS хс05 5 742. 2sin n cos EJ 2 cos dc 
4 
743. 2sin (30° - 5 ) cos (30° 5) 744. 2 sin т cos — 22 g . 745. 2 ѕіп 5° cos 40°, 


746. sin (60° +e) sin (60? — ә). 747. sin (x + 30° ми 30°). 748. sin (30? — x) sin (30^ + 
фо). 749. sin (к—60°) sin (14609). 750. 5518 (60 + e) sin (60 0) дү 4 cos (+ 


соз? x 2 
+ 15°) cos (5 -15), 


N 

7 

2, 

Q 

R 

R: 
[a; b] 


1а; Ы 
la; b), la; Ы 


ja; +®[ 
la; + œf, 
]— о; bl, 
]— œ; b] 
1— o; + оо[ 


|x! 
(Xa), (aa), О) 
lim x4—a 


m а Л eee 
f G) 
D) 


MOKYMO PRIEMONÉJE 
NAUDOTI ZYMEJIMAI 


— visų natūrinių skaičių aibė 

— visų sveikųjų skaičių aibė 

— visų neneigiamų sveikųjų skaičių aibė 

— visų racionaliųjų skaičių aibė 

— visų realiųjų skaičių aibė, skaičių tiesė 

— skaičių plokštuma, aibė dvejetų (x, у), kai xe R, ye R 

— uždaras intervalas (atkarpa), kurio pradžia a, o pabai- 
ga b, a«b, b—a — šio intervalo (atkarpos) ilgis 

— atviras intervalas, kurio pradžia a о pabaiga b, 
a<b, b—a — šio intervalo ilgis 

— pusatviriai intervalai, kurių pradžia, a, o pabaiga 
b a<b, b-a — šio intervalo ilgis 


— begaliniai intervalai, skaičių tiesės spinduliai 

— begalinis intervalas; skaičių tiesė 

— išvados ženklas 

— ekvivalentumo ženklas 

— elemento priklausymo ženklas 

— skaičius n priklauso natūrinių skaičių aibei № 

— aibės priklausymo ženklas 

— aibė C priklauso aibei D, arba aibė С yra aibės D poai- 
bis, arba aibė C yra aibės D dalis 

— aibių junginio (sumos) ženklas 

— aibių C ir D junginys 

— elementų a, b, ... aibė 

— sutvarkyta pora 

— sutvarkytas trejetas 
Jei a, b, c kas du skirtingi, tai simboliais (a; b), (a, b; c) 
taip pat Zymimos sutvarkytos aibés 


| — n faktorialas — pirmųjų п natūrinių skaičių sandauga 


— kėlinių iš п elementu skaičius 

— gretinių i$ п elementų po m skaičius 

— derinių i$ n elementu po т skaičius 

— tiesės atkarpa, kurios galai yra taškai A ir B 
— tiesė, einanti per taškus A ir B 

— atkarpos AB ilgis 


— vektorius, atvaizduojąs tašką A į tašką B 
— skaičiaus x sveikoji dalis 

— skaičiaus x trupmeninė dalis 

— skaičiaus x modulis (absoliutinis didumas) 
— begalinė seka 

—, skaičius a yra sekos (хи) riba 


— skaičių eilutė 
— funkcijos / reikšmė taške x 
— funkcijos f apibrėžimo sritis 
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E(f) 


fog — 


Ax 


Af(x0), Af — 


dim f(x)=5 
ж-а 


funkcijos f reikšmių aibė 

funkcijų f ir g kompozicija, t.y. sudėtinė funkcija, 
sudaryta iš funkcijų f ir g. Jei h=/fog, tai h (x)= 
=f (е (>) 

argumento x pokytis 

funkcijos f pokytis taške x, 

skaičius b yra funkcijos f riba, kai х artėja prie a 


funkcijos f išvestinė taške хо. 
kampas АОВ 


kampo АОВ didumas 

plokštumos (spindulio, vektoriaus) posūkis kampu « 
apie tašką O. Jei O — koordinačių pradžia, tai 
žymima: R“ 
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lim f(x) =6 


Х-( 


A X= X—Xo 


f(x)» lim f( x )- f(x, -1 0, 
Х-Х, Х-Х, 
(0) = lm 02-9 да, 


y X-X; 
у'(х, )= 0 


| P, =n! =12:3 ---п; Р„=0!=1 


т n Amo ann. 
Ср = ml(n-m)!' Cn =, 5 -07-1 


(C)=0, C- konslanla 
(x^) =пх n-i 
(utv)=u“v' 
(uv) = UV + UV" 

(Cu) =Cu; C-konsfanta, 
get 


(g(fG0 Y= 9010) GO 


sin(-x)=-Sinx , cos(-x)- сох 
$т(х+2к)=$тх, cos(xt2m)- cosx 


lg(x£n) =Ї0Х 


5їп(«+ B) = sina соѕВ + cosa sinB 
cos(x+B) = cosa cosB- sina sinB 


a+” kx (ke 2), 


0.41 
tg(a+B) = "e D: de B^ T mn (me 2), 


13:18: *nn(neZ) 


